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INDICE GENERAL 3

Introduccion

El objeto de estudio de este trabajo estd enmarcado dentro del drea de
la teoria de representaciones de algebras, y dentro de ésta, en el uso de car-
cajes como herramienta para la comprensién de la categoria de los médulos
asociados a un algebra.

Mas especificamente, el objetivo del trabajo sera clasificar con respecto a
su tipo de representacion a un conjunto de dlgebras llamadas Toupie. Dichas
algebras son de la forma kQ/I siendo kQ el algebra de caminos de un carcaj
Toupie e I un ideal admisible. Un carcaj Toupie es aquel que tiene tnica
fuente, tnico pozo y dado un vértice que no es pozo ni fuente una tinica flecha
llega a él y una unica flecha sale de él. Cuando decimos clasificar segin
su tipo de representacién nos referimos a agrupar a las algebras Toupie
en tres clases: las de tipo de representacion finita, tipo de representacion
infinita mansa y tipo de representacion infinita salvaje segin la cantidad de
representaciones indescomponibles no isomorfas que posean.

La importancia de clasificar las algebras Toupie en la teoria de repre-
sentaciones de algebras radica en el hecho que el carcaj asociado a un alge-
bra triangular (Q, el carcaj asociado al algebra triangular no posee ciclos
orientados) se escribe como unién de carcajes Toupie. Estas dlgebras ya han
sido trabajadas en “Toupie algebra, some examples of laura algebras”[4] y
en “Hochschild cohomology of a generalisation of canonical algebras”[5].

En el segundo capitulo se trabajara en aspectos relevantes del Algebra
Homolégica involucrados en esta tesis, entre ellos el funtor extensién y la
dimensién global de un algebra. En particular, en la tercer seccion de este
capitulo, se verd el teorema de Auslander que demuestra que las dimensiones
globales a derecha y a izquierda de un anillo de dimensién finita coinciden.

En el tercer capitulo repasaremos algunos resultados clasicos con respec-
to al tipo de representacién de un dlgebra. Entre ellos se destaca el teorema
de Bongartz que relaciona la forma cuadratica de Tits de un algebra con su
tipo de representacion.

El cuarto y ultimo capitulo serd dedicado a trabajar el problema de clasi-
ficacién de las algebras Toupie segiin su tipo de representacién. Daremos la
definicién de algebra Toupie y luego nos centraremos en su clasificacién. Para
esto utilizaremos distintos argumentos, algunos de ellos adaptando temas ya
trabajados anteriormente por otros autores como las algebras canodnicas y
supercanénicas y otros pensados especialmente para este problema, como
la técnica de inmersion. El capitulo terminard con un teorema que clasi-
ficard completamente las algebras Toupie.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Teorema de Gabriel

Comencemos con algunas definiciones y conceptos basicos. Con ellos po-
dremos enunciar uno de los resultados principales de la teoria, el teorema
de Gabriel, que nos explica cuando un algebra se puede escribir a partir de
un carcaj y un ideal admisible. A lo largo de todo el trabajo consideraremos
una k-algebra con k algebraicamente cerrado.

DEFINICION 1.1.1. Un carcaj es una cuddrupla Q = (Qo, Q1, s, t),
donde Qg es un conjunto cuyos elementos son llamados puntos o vértices,
y Q1 también es un conjunto en el cual sus elementos son llamados flechas.
Ademds, s y t son dos mapas s,t : Q1 — Qo que asocian a cada o € @Qq
su fuente y su destino, respectivamente. Si s(a) =1 y t(a) = j, escribimos
a1 — j para representar a la flecha «. Decimos que un carcaj Q es finito
st Qo y Q1 son conjuntos finitos.

EJEMPLO 1.1.2. Consideremos el siguiente carcaj:

SN
NA

Qo = {17273747 5}, Ql = {a,ﬂ, X7575} S(O‘) = 5(5) =1, t(a) = S(X) =3,
t(B) =s(6) =2, t(x) =1(6) = s(c) =4 y t(c) = 5.

DEFINICION 1.1.3. Sean Q = (Qo, Q1, s, t) un carcaj y a,b € Qo. Un
camino de largo { > 1 con fuente a y destino b (de a en b) es una secuencia

5

(alag, g, ..., aplb),

4
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donde oy, € Q1, para 1 < k < {, que cumple que s(a1) = a, t(ax_1) = s(ay),
para cada 1 < k < € y t(ay) = b. Un camino de esta forma se escribe
abreviadamente como ajas ... ay.

Ademas, asociamos a cada punto a € @y un camino de largo cero, que
llamamos camino trivial o estacionario y que lo representamos como ¢, =
(a || @). Un camino de largo ¢ > 1 se llama ciclo si comienza y termina en
el mismo punto. Un carcaj que no contiene ciclos se llama aciclico.

DEFINICION 1.1.4. Sea Q un carcaj. El dlgebra de caminos kQ es
una k-dlgebra que como espacio vectorial tiene de base los caminos en Q y
el producto de dos vectores de la base se define de la siguiente manera:

(a|a1, ag, ... 7a€|b)(0‘ﬂ17/827 e 7ﬂ]€|d) - (5bc((1|a1, ag, ... 7Oé£7ﬂ1,/827 e 7ﬂ]€‘d)

Informalmente hablando, la operacion es “pegar”los caminos si se puede, o
sea, si el primer camino termina donde comienza el sequndo.

EJEMPLO 1.1.5. Consideremos el siguiente carcaj:

2
X
S S

El dlgebra de caminos es como espacio vectorial

kQ =< e1,e9,e3,a, 3,0,a8 >. A modo de ejemplo plantearemos algunas de
las multiplicaciones de los elementos de la base:

ae; =0, ad =0, Bes = 0.

DEFINICION 1.1.6. Sea Q@ un carcaj finito y conexo. Llamaremos ideal
flecha (Rq) al ideal bilateral de kQ generado por las flechas de Q. Observe-
mos que Rg = @~ kQ siendo kQ, el subespacio de kQ generado por los
caminos de largo £. A su vez, para cada £ > 1, Rt = D, kQm., es el ideal
de kQ generado por los caminos de largo mayor o igual que £ (en efecto,
alcanza con los caminos de largo exactamente € para generar el ideal).

DEFINICION 1.1.7. Sea Q un carcaj finito y Rq el ideal flecha del dlge-
bra de caminos kQ. Un ideal bilateral I de kQ) se dice admisible si existe
m > 2 tal que:

2
Ry €1 C Ry,

Si Z es un ideal admisible de kQ), el par (Q,Z) se dice un carcaj acota-
do. Al dlgebra cociente kQ/Z la llamaremos dlgebra del carcaj acotado

(@, 7).
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DEFINICION 1.1.8. Sea Q un carcaj. Una relacion en @ con coefi-
cientes en k es una combinacion k-lineal de caminos de largo | > 2 que
comienzan en un mismo vértice y terminan en un mismo vértice. Entonces,
una relacion p es un elemento de kQ que tiene la siguiente forma:

m
p= Z Ajw;
=1

con \; € k no todos cero y w; caminos de largo por lo menos 2 tal que
s(w;) = s(wy) y t(w;) = t(wy), parai,j =1,...,m.

LEMA 1.1.9. Sea Q un carcaj finito. Todo ideal admisible T de kQ estd fini-
tamente generado.

Demostracion: Sea R el ideal flecha y m > 2 un entero tal que RS C
Z. Tenemos la sucesién exacta corta de kQ-modulos:

0—R) —I—I/RH—0

Alcanza con probar que Ry el / Rfy son finitamente generados para asegu-
rar que Z lo es. Por definicion Rg estd generado por los caminos de largo
exactamente m y esto es una cantidad finita al tratarse de un carcaj finito.
Por otro lado Z/Rfy es un ideal del dlgebra kQ/Rf) que es de dimensién
finita (una base son las clases de los caminos de largo menor o igual a m
que es una cantidad finita). Por lo tanto Z/Rf) es un espacio vectorial de di-
mensién finita lo que implica que es finitamente generado como kQ-maédulo.
O

COROLARIO 1.1.10. 57 Q es un carcaj finito e T un ideal admisible
de kQ, existe una cantidad finita de relaciones R = {p1,...,pm} tal que

I ={p1;--:Pm)-

Demostracién:Por el lema anterior sabemos que Z estd finitamente
generado.
Sea {01,029, --,0,} un generador. Este generador finito no necesariamente
estd formado por relaciones pero se cumple que o; = Za,bEQo €40iEp para
todo 1 < i < my por lo tanto el conjunto {e,0i6p : a,b € Qo 1 < i < n}
forma un conjunto finito de relaciones que genera Z. O

OBSERVACION 1.1.11. Podemos tomar R de forma que ningun sub-
conjunto propio de R genere I. En tal caso T es un conjunto de relaciones
meinimales.

DEFINICION 1.1.12. Sea A una k-dlgebra con un conjunto completo de
idempotentes primitivos ortogonales {e1,es...,e,}. El dlgebra A es bdsica
st e, A# e;A, Vi F# .
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DEFINICION 1.1.13. Un dlgebra A es conexa (o indescomponible) si
no se puede escribir como producto directo de dos dlgebras no nulas.

TEOREMA 1.1.14. (Gabriel I) Sea A una k-dlgebra bdsica, conera y
de dimension finita.
Entonces eziste un ideal admisible T y un carcaj Q4 tal que A ~kQ4/T.

La demostracién de este teorema se encuentra en [2].

1.2. Representaciones y moédulos

Sea A un algebra en las hipdtesis del teorema de Gabriel, o sea el dlgebra
cociente obtenida a partir del dlgebra de caminos de un carcaj @ y un ideal
admisible Z, A = kQ/Z. Para este tipo de élgebras existe una equivalencia
entre la categoria de modulos y la categoria de representaciones. El objeti-
vo de esta seccidn sera enunciar dicho resultado pero antes presentaremos
algunas definiciones.

DEFINICION 1.2.1. Sea Q un carcaj. Una representacion k-lineal M
de Q (o simplemente una representacion de M en Q) es definida de la si-
guiente manera:

(a) A cada punto a € Qq del carcaj le asocia un k-espacio vectorial M,

(b) A cada flecha o : a — b en Q1 le asocia un mapa k-lineal
Yo : My — M.
Podemos escribir M = (Mg, pa) con a € Qo y o € Q1.

Decimos que la representacion M es de dimension finita si cada M, es
un k-espacio vectorial de dimensién finita.

DEFINICION 1.2.2. Dada una representacion de dimension finita, M =
(Mg, ¢0) y un orden en Qo llamamos dimension de la representacion,
dim M, al vector formado por las dimensiones de cada uno de los espacios
vectoriales escritos en el orden convenido.

EJEMPLO 1.2.3. Para el carcaj visto al principio del capitulo en el ejem-
plo 1.1.2 veamos una representacion posible M:

N

k k? — k?
N
k

Para la enumeracion considerada en el ejemplo 1.1.2dimM = (1,1,1,2,2).
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DEFINICION 1.2.4. Sean M = (M, o) y M' = (M., ¢,) dos repre-
sentaciones de Q. Un morfismo de representaciones f : M — M’ es una
familia f = (fa)acq, de mapas k-lineales, donde fq : Mg — M], para a € Qo,
que cumple que para toda flecha o : a — b, ¢, fo = foa. O sea, para toda
flecha o : a — b, el siguiente diagrama conmuta:

Maﬁ)Mb

fal lfb
A

M(/l—>Mé

Las representaciones k-lineales de ) con los morfismos entre representa-
ciones forman una categoria a la que llamaremos Rep(Q). A la subcategoria
que se obtiene de considerar las representaciones de dimensién finita la de-
notaremos por rep(Q).

DEFINICION 1.2.5. Sea Q un carcaj finito, y M = (Mg, ¢o) una repre-
sentacion de Q. Para un camino no trivial w = ajas. ..oy de a hacia b en

Q, definimos la evaluacion de M en el camino w como el mapa k-lineal
Yw : My — My definido por:

Pw = PayPay_q -+ Pai-

DEFINICION 1.2.6. Sea Q un carcaj finito, e I un ideal admisible de kQ).
Una representacion M = (M, ¢o) de Q se dice acotada por I si cumple
que @, = 0 para toda p € L.

Denotamos por Repy(Q,Z) a la subcategoria de Repi@ que contiene a
las representaciones de () acotadas por el ideal admisible Z. Anédlogamente,
denotamos por repy(Q,Z) a la subcategoria de repi@ que consiste de las
representaciones de () acotadas por el ideal admisible 7.

DEFINICION 1.2.7. Sean dos representaciones M = (Mg, p0) y M' =
(M, ¢l). La suma directa M & M' es una nueva representacion definida

como
MeM =(MaeM,| ¥ O
0 Y
DEFINICION 1.2.8. Una representacion M de () se dice indescom-

ponible si no es isomorfa a la suma directa de dos representaciones mo
nulas.

OBSERVACION 1.2.9. Recordemos que los A-mddulos a derecha con
los homomorfismos de A-mddulos a derecha forman una categoria llamada
ModA. Dentro de ésta podemos considerar a los A-mddulos a derecha fini-
tamente generados. E’stos, con los homomorfismos correspondientes forman
una subcategoria a la que llamaremos modA.
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TEOREMA 1.2.10. Sea A = kQ/Z donde Q es un carcaj finito y conezo e
7T es un ideal admisible de kQ). Existe una equivalencia k-lineal de categorias:

F: ModA = Rep,(Q,T)

que se restringe a una equivalencia de categorias:

F: modA S rep,(Q,T).



Capitulo 2

Herramientas del Algebra
Homolégica

Algunos conceptos bésicos del dlgebra homolégica apareceran a lo largo
del trabajo. A continuacién definiremos varios de ellos. En este capitulo
trabajaremos con A una k-algebra de dimensién finita aunque muchos de
los resultados aqui citados se cumplen en un contexto més general.

2.1. Resoluciones proyectivas, inyectivas y planas

PROPOSICION 2.1.1. Sea M un A-médulo a derecha arbitrario. En-

tonces, existe una sucesion exracta
h h h
=Py Py — ... P —P—>M-—0

en ModA, donde P; es un A-mddulo a derecha proyectivo para todo j > 0.
Si ademds, M estd en modA, cada P;j puede elegirse en modA.

Demostraciéon: Recordemos que los mddulos libres son proyectivos,
construiremos entonces una resolucién libre que en particular serd proyecti-
va.

Consideramos un conjunto generador de M que llamaremos R. Ahora

tomemos el mdédulo libre Py que tiene tantas copias de A como elementos
en R. Claramente existe un mapa sobreyectivo hg : Py — M.
Luego tomamos la inclusién ¢ del nicleo de hg en FPy. Con dicho nicleo
hacemos el mismo procedimiento que con M, tomamos un generador de
Ker(hp) llamado R; y consideramos el médulo libre P con tantas copias de
A como elementos en Ry, con p: P — Ker(hg) sobreyectiva. El mapa h; :
P, — Py serd i o p. Ahora tomamos Ker(hy) y repetimos el procedimiento.
Con este procedimiento obtenemos una resolucion libre que en particular es
proyectiva. Claramente si partimos de un M en modA, los P; estaran en
modA. O

10
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Una resolucién como la anterior se llama resoluciéon proyectiva del A-
médulo M. Algunas veces consideraremos un tipo de resolucién proyectiva
especial a la que llamaremos minimal. Veamos de que se trata.

Un epimorfismo h : M — N en mod A es minimal si Kerh es super-
fluo en M (para todo submédulo X de M que cumple Kerh + X = M,
entonces X = M). Un epimorfismo h : P — M en modA se llama cobertu-
ra proyectiva de M si P es un modulo proyectivo y h es un epimorfismo
minimal.

Una resolucion proyectiva en mod A se denomina resolucién proyectiva
minimal de M, si hj : P; — Kerhj_; es una cobertura proyectiva para

todoj >1y Fy 19, M es una cobertura proyectiva. Se prueba que, dada A
una k-algebra, cualquier médulo en modA admite una resolucién proyectiva
minimal en modA.

DEFINICION 2.1.2. Decimos que un A-mddulo a izquierda B es plano
si el funtor —® B es exacto. En otras palabras si dada una sucesion exacta
corta de A-mddulos a derecha:

o-MLcsp_o

la siguiente es una sucesion exacta corta de grupos abelianos:

0->MeB 2 ceB " DeB -0

La definicion de A-mddulo plano a derecha es similar.

DEFINICION 2.1.3. Una resolucidn plana de M es una sucesion exac-
ta de la forma

q q q0
.~ B, > Bn,-1—...—~B — By— M —0

en ModA, donde Bj es un A-mddulo a derecha plano para todo j > 0.

OBSERVACION 2.1.4. La ezistencia de las resoluciones planas sale del
hecho que los proyectivos son modulos planos.

OBSERVACION 2.1.5. Dado M un A-médulo a derecha,
D(M) = Homy(M, k) tiene estructura de mod(A°P) que es equivalente a
decir que es un A-mddulo a izquierda.

TEOREMA 2.1.6. Sea A una k-dlgebra de dimension finita y
D : modA — mod(A°P) la dualidad estindar D(—) = Homy(—, k). Entonces
se verifica lo siguiente.
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(a) Una sucesion
0—L-“NIm—o0

en modA es exacta, si y solamente si la sucesion inducida

D(h)

0 — p() 2% pvy 2

D(L) — 0
es exacta en modA°P.

(b) Un modulo E en modA es inyectivo si y solamente si el modulo D(E)
es proyectivo en modA°P. Un mddulo P en modA es proyectivo, si y
solamente si el médulo D(P) es inyectivo en modA°P.

Demostracién: Para la parte (a) debemos usar las siguientes igualdades
que se obtienen al dualizar un morfismo v en modA:
D(Ker(v)) = Coker(D(v)) y D(Im(v)) = Dom(D(v))/Ker(D(v)).
Para la parte (b) debemos observar que al dualizar el esquema de la defini-
cién de proyectivo para P pasa a ser el esquema de la definicién de inyectivo
para D(P). O

COROLARIO 2.1.7. Sea M un A-mddulo a derecha arbitrario. Entonces,
existe una sucesion exacta

0 MM gt M gt
en ModA, donde E’ es un A-mddulo a derecha inyectivo para todo j > 0.

Demostracién: Considerar la resolucién proyectiva de D(M) y luego
dualizar (DDM = M) para obtener la sucesiéon buscada. O

A una sucesién exacta como la anterior se le llama resolucién inyecti-
va.

Un monomorfismo de A-médulos v : L — M en modA es minimal si
todo submédulo no nulo X de M tiene interseccién no vacia con Im wu.

Un monomorfismo u : L — E en modA se denomina envolvente inyec-

tiva de L si F es un médulo inyectivo y © es un monomorfismo minimal.
s . d° 0 dt 1 m dm+1 m4+1
Una resolucién inyectiva 0 — M — [’ — ' — ... - " — | —

... de un médulo M en modA se dice minimal si Im(d™)—I™ es una
envolvente inyectiva para todo m > 1,y d° : M — I° es una envolvente
inyectiva. Se prueba que todo médulo M en modA tiene una resolucion
inyectiva minimal en modA.

DEFINICION 2.1.8. Dado un médulo M y una resolucion proyectiva:
PomsPmp e P AP B M0

definimos K,, = Kerd,, Vn > 0. Llamamos a K, la n-ésima sicigia de Pi.
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Para una resolucion plana se define la n-ésima sicigia en forma andloga
partiendo de una resolucion plana.

Dado un modulo M y una resolucion inyectiva:

dn+1

E:0-MEE gt gt

definimos V" = Cokerd™™ ', ¥n > 1. Llamamos a V" la n-ésima cosicigia

de FE,.

2.2, FExt"y Tor"

DEFINICION 2.2.1. Un complejo de cadena en la categoria ModA es
una sucesion :

dn+2 dn+1 dn d d d
Coiiv—=Chpn B Cpp1 = Cp3Cp1— - 3C1=Cp =0

de A-mddulos a derecha conectados por A-homomorfismos tal que
dpdp+1 =0Vn > 0.

Un complejo de cocadena en la categoria ModA es una sucesion

0 1 2 n—1 n n+1
C.:Od—>00d—>01d—>"'—>0n_ld—> Cnd_>0n+ld_> Cn+2_>“.

de A-mddulos a derecha conectados por A-homomorfismos tal que

d"tid® =0 Vn > 0.

DEFINICION 2.2.2. Consideremos (Cs,ds) y (Cl,d,) complejos, un ma-
pa de cadena f = fo : (Co,ds) — (Cl,ds) es una sucesion de morfismos

fn:Cy — Cl, ¥n € Z, tales que el siguiente diagrama conmuta:

dn41 dn

- Cppn — Cp = Chq —
fn+1 l fn l fnfl l
! d;l+1 / d;L /
- CnJrl - Cn - Cnfl -

Es sencillo chequear que la composicion gf de dos mapas de cadena:
fo i (Coyde) — (CL,dL) y g. : (CL,dL) — (CU,d)) es un mapa de cadena,
donde (9f)n = gnfn. El mapa de cadena identidad 1o, en (Ce,ds) es la
sucesion de morfismos identidad 1¢, : C, — C,,.

OBSERVACION 2.2.3. De forma andloga podemos definir los mapas de
cocadena.

Nuestro préximo objetivo serd construir los n-ésimos mddulos de ho-
mologia y cohomologia.
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DEFINICION 2.2.4. Para todo n > 0, el n-ésimo mddulo de homologia
del complejo de cadena Cq y el n-ésimo maodulo de cohomologia del complejo
de cocadena C*® son los mddulos cociente:

H,(C,) = Ker(dy)/Im(dny1) y H*(C®) = Ker(d™™)/Im(d™) respectiva-

mente.

DEFINICION 2.2.5. Definiremos ahora Hy,(f) con f un mapa entre com-
plejos. Dado [ = fo:(Ce,ds) — (Cl,d,) definimos
H,(f): Hy(Cs) — H,(Cl) como Hy(f)(2n) = frnzn.

PROPOSICION 2.2.6. Consideremos A la categoria de modulos de una
k-dlgebra en las hipdtesis de este capitulo. Si:

0—-C.5c,Bcl -0
con © y p mapas de cadena es una sucesion exacta de complejos de cadena

i P
(o sea, 0 — C/, 3 Cy, = CJl — 0 es exacta, Ym € Z), entonces, para cada
n € Z, existe un morfismo en A:

O : Hn(cil) - nfl(ci)

definido como 0y : zl! — i;ildnpﬁlzx (este resultado se encuentra en el
capitulo 6 de [13]).

TEOREMA 2.2.7. (Secuencia exacta larga de homologia). Sea A
una categoria abeliana. Consideremos la siguiente sucesion exacta corta de
complejos de cadena:

7

O—>C’£—>C.£>C:’—>0
entonces existe una sucesion exacta larga en A :

Hy (1) Hy(p) On,
—

— Hyyr (") 750 Hy) " 1, 0) " 1 () 5 Hy 4 (C7) =

(este resultado se encuentra en el capitulo 6 de [13])

OBSERVACION 2.2.8. En forma andloga se define la sucesion exacta
larga de cohomologia.

LEMA 2.2.9. Sea A una k-dlgebra de dimension finita. Sea D = Hom(—, k) :
modA — mod(A°P) la dualidad estindar para dlgebras de Artin y sea:

0 1 2 n n—+1 m-+2
Cozod_)COi)Cl_d.__)Cn—ld_)Cnd_) Cm-l—ld_) Cn+2_)'“

un complejo de cocadena. Entonces DC® es un complejo de cadena en modA°P
y existe un isomorfismo funtorial Hy,(DC*®) = DH"(C*®) ¥Vn > 0.
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Demostracion: Para cada n > 0 existe la siguiente sucesion exacta:
0 — Imd" — Kerd"™ — H"(C*) — 0

Aplicando la dualidad obtenemos la sucesién:

0 — DH"(C®) — D(Kerd"™) — D(Imd") — 0

de A-mdédulos a izquierda.

Por otro lado: D(Kerd"t') = Coker(Dd"*1) = DC"™/Im(Dd"*!) y
D(Imd") = DC"/KerDd". Por lo tanto la sucesién exacta:
0 — DH™(C*) — DC™/(Im(Dd" ™)) — DC"/(Ker(Dd")) — 0
induce el isomorfismo: DH"(C*®) = (Ker(Dd")/(Im(Dd""')) que es funtorial.O]

DEFINICION 2.2.10. Sea A una k-dlgebra. Para cada m > 0 el m-ésimo
bifuntor de extension:

Ext} : ModA x ModA — Modk

se define de la siguiente forma. Dados dos mddulos M y N en ModA tomamos
la resolucion proyectiva Py de M :

humy

PPy BapMp by g

Aplicando el funtor Homa(—, N) obtenemos el siguiente complejo de coca-

dena:
Hom(Po,N) : 0 — Homu(Po,N) "2 %N gom 1(Pr, N)

. Homa(Py, N) Tl i i (Prsr, N) — -+
de k- espacios vectoriales.

Hom(h2,N)
s

Definimos Ext} (M, N) como el m-ésimo k- espacio vectorial de coho-
mologia H™(Hom (P, N)), 0 sea:
Ext}(M,N) = H"(Homa(Ps,N)) := Ker(Homa(hm+1,N))/Im(Homa(hp,, N))
donde hg = 0.

OBSERVACION 2.2.11. Formalmente para que Ext’) sea efectivamente
un bifuntor deberiamos definirlo en (ModA)°P x ModA para que sea covari-
ante en ambas coordenadas.

OBSERVACION 2.2.12. También podemos construir el m-ésimo bifuntor
de extension partiendo de una resolucion inyectiva de N.
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PROPOSICION 2.2.13. Consideremos la siguiente resolucion proyectiva
de M, un A-mddulo a derecha, en ModA.

Po=—=PBpP % plMm_o
Sea Yy = kerh e Y, = Kerd, Yn > 1. Entonces,
Bzt (M, N) ~ Ext’y (Yo, N) =~ - -+ ~ Ext!y(V,—1, N).
Demostracién: Al ser P, una resoluciéon proyectiva de M tenemos que:
Pl=.. -P%2p %y o

es una resolucién proyectiva de Y. Cambiemos la notacién para que los
indices sean los adecuados y llamemos @, = P11 y d,, = dyp41 Yn > 0.
Entonces, Ext (Yo, N) = Ker(Homa(d,, 1, N))/Im(Hom(d;,, N))

= Ker(Homa(dy12,N))/Im(Homa(dy11,N)) = Ext’y™ (M, N). De forma
similar construimos el resto de los isomorfismos. O

OBSERVACION 2.2.14. Dada una sucesién eracta corta
O0—-M-—-N-—->P—0

podemos considerar resoluciones proyectivas de M ,N y P de forma que quede
una sucesion exacta corta de complejos. Al quitar los mismos M, N y P y
aplicar el funtor Homa(—, B) obtenemos una nueva sucesion exacta cor-
ta de complejos a partir de la cual se obtiene la siguiente sucesion exacta
larga de homologia: 0 — Homa(P,B) — Hom(N,B) — Homy(M,B) —
ExtY(P,B) — Ext' (N, B) — ExtY(M,B) — Ext’(P,B)---.

Pasemos ahora a definir el bifuntor de torsion.

DEFINICION 2.2.15. Para cada m > 0, definimos el m-ésimo bifuntor
de torsion:

Tor’t : ModA x ModA%® — Modk

de la siguiente forma. Dado un A-mddulo a derecha M y un A-mddulo a
1zquierda N, tomamos una resolucion proyectiva de M, Py y llamamos
P, ®4 N al sigutente complejo de cadena:

Po@yN:-o — m®Ath—®>1 P 1 ® AN — -+« — PL®sa N
Ph®a N — 0.

h1®1
-
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Definimos TorA (M, N) como el m-ésimo k-espacio vectorial de homologia
H,,(Ps ®4 N) del complejo de cadena Py @4 N; o sea,

Tor(M,N) = Hp(Ps ©4 N) = Ker(hy, @ 1)/Im(hmi1 @ 1).

OBSERVACION 2.2.16. Podemos construir de forma andloga el m-ésimo
bifuntor de torsion a partir de una resolucion plana de M. También podemos

partir de una resolucion proyectiva del modulo a izquierda N para calcular
Tord (M, N).

PROPOSICION 2.2.17. Si un A-médulo a derecha F es plano, entonces,
para todo n Tor/}(F, M) = {0} para todo A-mddulo a izquierda M. Ademds,
si Tor{(F, M) = {0} para todo A-mddulo a izquierda M, entonces F es
plano.

Demostracién: Sea P, una resoluciéon proyectiva de M. Como F' es
plano el funtor F' ® 4 —es exacto y por lo tanto el complejo:
FRAPy- = FRa P, 5D F®sP, 1 — - —>FQ4P - F®aF —0es
exacto lo que implica que Tors(F, M) = {0}.

Para el reciproco, tomo una sucesién exacta corta en Amod:
0—-D—-B—-C—0
y considero la sucesion exacta larga de cohomologia obteniendo
= Tor{F,C)=0—>F@®sD—>F®,B—F®,C—0

lo que implica que F es plano. O

PROPOSICION 2.2.18. Consideremos la sigutente resolucion proyectiva
de M, un A-maodulo a derecha.

Po=--—=P2p % p Mo
Sea Yy = Kerh e Y, = Kerh,, Yn > 1. Entonces,
Tori \(M,N) ~ Tor{(Yy,N) ~ --- ~ Tor{!(Y,—1, N).

La demostracién de esta proposicién es analoga a 2.2

2.3. Dimension global de una k-algebra

DEFINICION 2.3.1. Sea A una k-dlgebra. La dimension proyectiva de
un A-mddulo a derecha (a izquierda) M es el entero no negativo pdy M = m
tal que existe una resolucion proyectiva:

0= Pp— Py — =P P M0
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de M de largo m y no existe una resolucién proyectiva de M de largo
m—1. 5i M no admite resoluciones proyectivas de largo finito decimos
que pdaM = oo.

DEFINICION 2.3.2. Sea A una k-dlgebra. La dimension plana de un
A-mddulo a derecha (a izquierda) M es el entero no negativo fdaM = m
tal que existe una resolucion plana:

0= Fp— Fppoy — = R "M 0

de M de largo m y M no eziste una resolucion plana de largo m — 1. Si M
no admite resoluciones planas de largo finito decimos que fdaM = co.

DEFINICION 2.3.3. La dimensién global a derecha e izquierda de
una k-dlgebra A son los siguientes numeros:

r.gl.dim A =mdx{pdM; M es un modA a derecha}

l.gl.dim A =mdx{pdL; L es un Amod a izquierda}

si estos numeros existen. Sino decimos que son infinitas.

PROPOSICION 2.3.4. Consideremos M un A-mddulo. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) pdaM < n.
(ii) Exth(M,B) = {0} para todo A-médulo a derecha B con k >n+ 1.
(iii) Ext"7™ (M, B) = {0} para todo A-médulo a derecha B.
(iv) Ezxiste una resolucion proyectiva de M cuyan—1 sicigia es proyectiva.
(v) Toda resolucion proyectiva de M tiene sun — 1 sicigia proyectiva.

Demostracién: (i) — (i) Para esto basta tomar una resolucién proyec-
tiva de M de largo n o menor (que sabemos que existe al ser pdgM < n)y
aplicar la definicién de Ext.

(ii) — (iid) trivial.

(iii) — (iv) Sabemos que Ext";t'(M, B) = {0} para todo A-médulo a
derecha B y también tenemos que Ext’;™' (M, B) = Exty(Y,_1, B) siendo
Y,—1 la n — 1 sicigia; por lo tanto Y,,_; es necesariamente proyectivo.

(iv) — (v) Sabemos que Y;,_; es proyectivo y tomamos Y, | lan —1
sicigia de otra resolucion proyectiva. Se cumple por el lema de Schanuel que
existen proyectivos Py P’ tales que PQY, | ~ PP Y,_1. Esto implica
que Y, _; es sumando de proyectivo y por lo tanto proyectivo.
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(v) — (i) Dada una resolucién proyectiva :
=P P —-F—-M-—-0
consideramos la siguiente sucesion exacta:
0O—-Y,1—-FP 41— —P—-FP—-M-—0

(siendo Y,,—1 su n — 1 sicigia) que también serd una resolucién proyectiva al
ser Y,_1 proyectivo. O

Nuestro préximo objetivo serd probar que r.gl.dim A = l.gl.dim A con-
siderando una k-algebra de dimensién finita. La prueba que aqui daremos
es, de hecho, valida para cualquier anillo noetheriano.

PROPOSICION 2.3.5. Si:
0—-M —-M-—->M'"—0

es una sucesion exacta corta de A-mddulos a derecha con M proyectivo y
M" no proyectivo, entonces pdgaM" =1+ pdsM'.

Demostracién: A partir de la sucesiéon exacta corta, si tomamos la
sucesion exacta larga de homologia, siendo M"” no proyectivo obtenemos el
siguiente isomorfismo: Exth(M',C) ~ Ext" ' (M",C) para todo k > 1 ya
que tanto Extk(M,C) como Ext* (M, ) son cero al ser M proyectivo. De
este isomorfismo sale que pdaM" =1+ pdaM'. O

PROPOSICION 2.3.6. Las siguientes aftrmaciones son equivalentes:
(i) fdM <mn

(ii) Tork(M,B) = {0} para todo A-médulo a izquierda B y para todo
k>n+1.

(iii) Toryt* (M, B) = {0} para todo A-mddulo a izquierda B.
(iv) Toda resolucion plana de M tiene sun — 1 sicigia (kerd,—_1) plana.

Demostracién: (i) — (ii) Consideremos la resolucién plana de M y
apliquemos la definicién de Tor (por la observacién 2.2.16 podemos definir
Tor partiendo de una resolucién plana). Claramente Tork (M, B) = {0} para
todo A-moédulo a izquierda B y Vk > n + 1.

(7i) — (4i7) Trivial.

(iii) — (iv) Sabemos que Tor, (M, B) = {0} para todo A-médulo a
izquierda B y también tenemos que Tor;, (M, B) = Tor{!(Y,_1, B) siendo
Y,_1 la n — 1 sicigia; por lo tanto Y,,_1 es necesariamente plano.
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(iv) — () Dada una resolucién plana :
= - > F —>F—->M-—0

consideramos la siguiente sucesién exacta: 0 —» Y,,_1 — F,, — --- — F] —
Fy — M — 0 que también serd una resolucién plana al ser Y,,_1 plano, por
lo tanto, fdM < n. O

PROPOSICION 2.3.7. Sea M un A-médulo a derecha, I un conjunto no
vacio bien ordenado y {M;}icr una familia de submddulos de M tal que si
i,j €I ei<j, entonces My C M;. Si J;er My = M y pda(M;/M]) < n
Vi € I donde M| = Uj<l. M;. Entonces pdaM < n.

Demostracién: La prueba serd por induccién en n. Para n = 0 tenemos
que Vi € I pda(M;/M]) < 0. Por lo tanto cada M;/M] es proyectivo. Esto
implica que cada una de estas sucesiones exactas cortas se escinden:

0 — M] — M; — M;/M] — 0
Por lo tanto existe un submodulo C; para cada 7 tal que:
(i) M; = M@ C;
(i) C; = M;/M] y por lo tanto también es proyectivo.

Por (i) y la hipétesis que (J;c; M; = M deducimos que M = @, C;.

Esto lo podemos probar de la siguiente manera:

Al ser I un conjunto bien ordenado consideremos ig el elemento minimo.
Tenemos que M;, = M] @ Cj, pero al ser ig el minimo M; = 0. Con-
sideremos ahora iy el minimo de I — {io}, M;, = M| @ C;, = Ciy D Cy,.
Repitiendo este procedimiento obtenemos que M;, = C;, @ C;, @ --- D ;.
Sea x € |J;c; M; entonces & € My, para algin k y por lo tanto x € @,.; C;.
Como @,.; C; € M concluimos que @, ; C; = M.

Por (ii) tenemos que M es proyectivo lo que implica que pda(M) =
0 y asi se prueba el caso n = 0. Tomemos ahora un n > 0 y sabiendo
que el resultado se cumple para n — 1 probemoslo para n. Tenemos que
pdaM;/M! < nV¥ie I. Sea F el médulo libre generado por los elementos de
M y F; el A-médulo libre generado por los elementos de M; (F, el A-médulo
libre generado por los elementos de M ). Sea R = Ker(F — M), R; =
F,NRy R, =F/NR. Como M/ C M;, F/ C F;, R, C R; y tenemos que las

0O - R - F — M — 0

7 7 7
sucesiones exactas horizontales son: 0 — R, — F, — M, — 0
7 7 7

0—>R£—>Fi’—>MiI—>0
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Obtenemos que la siguiente sucesién es exacta para todo ¢ € I :
0— Ri/R; — Fi/Fi, — MZ/MZ/ — 0

Cada F;/F] es libre ya que cada F es generado por una parte de la base de
F; y en particular esto implica que es proyectivo.

Por la proposicién anterior (2.3.5) tenemos que pdaR;/R; < n —1. Se
puede ver facilmente que los R; estan en las hipdtesis de esta proposicién
para n-1 (si i < j R; C Rj, R = U, Riy Rj = U;; Rj). Por lo tanto
tenemos que pd4R < n — 1. Como la siguiente sucesion es exacta:

0-R—-F—-M-—0
sale de la proposicién anterior (2.3.5) que pdaM =1+ pds(R) < n. O
TEOREMA 2.3.8. Para cada anillo A tenemos que:
(a) r.gl.dimA = supp pdaB
(b) r.gl.dimA = supr pdaA/I

donde B recorre los A-mddulos a derecha generados por un solo elemento e
I los ideales a derecha de A.

Demostracién: (a) siy solo si (b) es claro ya que dado un A-médulo a
derecha B =< = > en estas condiciones es isomorfo a A/I siendo I = {a €
A:a.x=0}ydado A/I con I un ideal a derecha sabemos que A/I =< 1 >.
Probemos entonces (a). Consideremos M un A-mdédulo arbitrario. Como
todo conjunto admite una buena ordenaciéon ordenamos los elementos x; de
M y consideramos M; el médulo generado por {z;};j<; (M sera el generado

por {z;}j<i).

Entonces M;/M] es 0 o estd generado por x;. Por lo tanto
pdaM;/M! < n donde n = supp pdB y B varfa en la familia de médulos
generados por un elemento (si supp pdB = oo r.gl.dimA = oo y el resul-
tado ya estd demostrado). Como la familia {M;};cs estd en las hipdtesis de
la proposicién anterior tenemos que pdaM < n. Como M es un A-médulo
arbitrario tenemos que r.gl.dimA < n. Sin embargo, tenemos por defini-
cién que l.gl.dimA > n ya que tomamos todos los A-mddulos y no solo los
generados por un elemento. En conclusién, r.gl.dimA =n. O

DEFINICION 2.3.9. Sea M un A-médulo a derecha. La dimensién débil
a derecha de M es:
-1 <w.rdimM < oo

donde w.r.dimaM < n siy solo si Tor(M,C) = 0 para todo A-mddulo a
izquierda C. Para un A-mddulo a izquierda N la definicion de w.l.dimN es
stmilar.
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PROPOSICION 2.3.10. Se cumplen las siguientes afirmaciones:
(i) pdaM > w.r.dims M
(ii) Si A es un anillo noetheriano a derecha tenemos ademds que
pdaM = w.r.dimas M
para M finitamente generado.

Demostracién: La parte (i) sale directo de la definicién, si tenemos
una resolucién proyectiva de largo n de M, entonces Tork (M, C) = 0 para
k > n y por lo tanto w.r.dimaM < n. Para la parte (ii) consideremos que
w.r.dimaM = n y tomemos una resolucién proyectiva de M con cada P,
finitamente generado (esto es posible al ser M finitamente generado)

dy, d d
N 2P S P8 M0

Como también es una resolucién plana y w.r.dimaM = n tenemos que
Y,_1 = kerd,_1 es plano por lo tanto construimos la siguiente resolucién
plana:

0—-Y,1—FP1——F—-M-—0

que también serd proyectiva al ser el anillo noetheriano a derecha e Y,
un médulo plano finitamente generado (este resultado se puede ver en el
capitulo 3 de [13]). Por lo tanto pdaM < n y por (i)

pdaM = w.r.dima MO
DEFINICION 2.3.11. La dimensién débil de un anillo A es:
0 <w.gl.dimA <

donde w.gl.dimA <n si y solo si Tor;;1 =0.

OBSERVACION 2.3.12. Para la dimensién débil no hay distincion entre
derecha e izquierda, es mds, tenemos que:

w.gl.dimA = suppy; w.l.dimaM = supy w.r.dimaN
donde M recorre los A-mddulos a izquierda y N los A-mddulos a derecha.

TEOREMA 2.3.13. Si el anillo A es noetheriano a derecha entonces:
r.gl.dimA = w.gl.dimA
En forma similar, si A es noetheriano a izquierda entonces:

l.gl.dimA = w.gl.dimA
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Demostracion: Por el Teorema 2.3.8 podemos deducir que:
r.gl.dimA = supapdM

con M recorriendo los A-médulos a izquierda finitamente generados. Como
A es noetheriano a derecha tenemos por la proposicién anterior (2.3.10) que

pdaM = w.r.dimaM
para los médulos finitamente generados. En conclusion
r.gl.dimA = w.gl.dimA
La otra prueba es analoga. O

COROLARIO 2.3.14. Si A es una k-dlgebra finito dimensional, entonces
r.g.dimA = l.g.dimA y a ese numero le llamaremos dimension global.

Demostracién: Recordemos que una k-algebra finito dimensional es
noetheriana a derecha y a izquierda. O



Capitulo 3

Tipos de representacion

3.1. Gabriel 11

El siguiente resultado clasificara las dlgebras hereditarias segin su tipo
de representacién.

DEFINICION 3.1.1. Decimos que un dlgebra A = kQa/T es de tipo
de representacion finita si tiene una cantidad finita de representaciones
indescomponibles no isomorfas. En caso contrario decimos que A es de tipo
de representacion infinita.

DEFINICION 3.1.2. Dada un dlgebra de tipo de representacion in-
finita decimos que es mansa si para cada dimension d € N (la dimen-
sion del mddulo como espacio vectorial) existe un nimero finito de familias
uniparamétricas de modulos indescomponibles de tal manera que cualquier
A-mddulo indescomponible de dimension d € N es isomorfo a algin modulo
en una de estas familias. Las de tipo de representacion infinita que no son
mansas se llaman salvajes.

DEFINICION 3.1.3. Decimos que un dlgebra A es hereditaria a derecha
si todo ideal a derecha de A es proyectivo como A-mddulo. Decimos que un
dlgebra A es hereditaria a izquierda si todo ideal a izquierda de A es
proyectivo como A-mddulo. En el contexto de dlgebras de dimension finita,
A es hereditaria a derecha si y solamente si lo es a izquierda y por lo tan-
to las llamaremos simplemente hereditarias (este resultado y el siguiente
teormea se encuentran en el capitulo VII de [2]).

TEOREMA 3.1.4. (a) Si Q es un carcaj finito, conezxo y aciclico, en-
tonces A = kQ es hereditaria.

(b) Si A es un dlgebra bdsica, conexa y hereditaria, consideremos
{e1,e2, -+, en} un conjunto completo de idempotentes primitivos or-
togonales. Entonces A ~ kQ con Q) un carcaj finito, conexo y aciclico

(1Qol =n).

24
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DEFINICION 3.1.5. Sea Q un carcaj finito, conexo y aciclico. Sea n =
|Qo| el nimero de puntos de Q. Escribiremos como eq,ea,...,e, a la base
canonica de Z" (o Q™ en el caso que sea necesario). La forma cuadrdtica
asoctada a Q se define como:

4Q(T1, T2, o, Tn) = D i, z? — > 0cQ; Ts(a)Ti(a) CON (T1,T2,"+, Tn) € L™

Recordemos que una forma cuadratica ¢ es definida positiva si g(z) > 0
Vo € Z™ # 0. Se dice que una forma cuadratica g es semidefinida positiva
si ¢(x) > 0 Vo € Z". Por iltimo, una forma cuadratica ¢ es indefinida si
existen x,y € Z" tal que ¢(z) <0y q(y) > 0.

Observemos que en el caso de gg siempre van a haber vectores con

qo(z) > 0 por ejemplo, gg(e;) = 1.
EJEMPLO 3.1.6. Consideremos el siguiente carcaj:

qo (w1, m2) = 2% + 23 — 2129
que es claramente semidefinida positiva y no definida positiva (qgo(1,1) =0).

Observar que la forma cuadratica asociada a un carcaj depende sola-
mente del grafo subyacente y no de la orientacién de las flechas.

Diagramas Dynkin

Aoy
D >** """" " n>4
Eg 77‘77

Er |



CAPITULO 3. TIPOS DE REPRESENTACION 26

Diagramas Euclideanos La siguiente proposicién (con su demostracion

//.\,
,// \,
~ o T
¥ [ — e ——— nzl

n

3 ™~ —
By e
Ee .. .
E; |
Eg

correspondiente) se encuentra en el capitulo VII de [2]

PROPOSICION 3.1.7. Sea Q un carcaj finito, conexo y aciclico y Q el
grafo subyacente asociado a Q).

» (a) Q es un diagrama de Dynkin si y solamente si qq es definida
positiva.

» (b) Q es un diagrama Euclideano si y solamente si qq es semidefinida
positiva pero no definida positiva.

» (¢) Q no es un diagrama de Dynkin ni Euclideano si y solamente si
qq es indefinida.

TEOREMA 3.1.8. (Gabriel II) Sea Q) un carcaj finito, conexo y aciclico,
k un cuerpo algebraicamente cerrado y A = kQ el dlgebra de caminos de Q.

(a) El dlgebra A es de tipo representacion finita si y solamente si el grafo
subyacente (Q es uno de los diagramas de Dynkin.

(b) Si Q es un diagrama de Dynkin, la aplicacion dim : M s dimM
que a cada modulo le asocia su vector dimension induce una biyeccion
entre las clases de isomorfismo de los A-mdédulos indescomponibles y
el conjunto {x € N" : qq(x) = 1} de las raices positivas de la forma
cuadrdtica qq de Q.

(¢) El nimero de clases de isomorfismo de los A-mddulos indescomponibles

es:
diagrama numero de clases de isomor fismo

A, in(n+1)
Dy, (n > 4) n?—n

Es 36

Er 63

Ey 120
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La demostracién del siguiente resultado se encuentra en [1] y en [11].

TEOREMA 3.1.9. 1. Sea A = kQ el dlgebra de caminos de Q. En-
tonces A es de tipo de representacion infinita mansa si y solo si Q) es
un diagrama Euclideano (salvo A, con todas las flechas en el mismo
sentido).

2. Sea A = kQ el dlgebra de caminos de QQ con Q ni Dynkin ni Fu-
clideanos. Entonces A es salvaje.

3.2. Resultado de Bongartz

Existen varias conexiones entre las dlgebras de la forma kQ/I y formas
cuadraticas asociadas a estas algebras.

Asociaremos una forma cuadrética (llamada forma de Tits) a cada élge-
bra béasica cuyo carcaj de Gabriel no tiene ciclos orientados y veremos que un
algebra conexa cuyo carcaj de Auslander-Reiten contiene una componente
postproyectiva es de tipo de representacion finita si y sélo si su forma de
Tits es positiva en vectores positivos.

Relaciones y Ext"

Consideremos A una k-dlgebra bésica de dimensién finita, A = kQ /I (pode-
mos suponer que es una igualdad aunque se trata de un isomorfismo), J el

ideal flecha, J = J/I y S = kQ/J = A/J = TopA.

OBSERVACION 3.2.1. Observemos que Exty(S,S) tiene estructura de
kQ-bimddulo al heredar la estructura de kQ-mddulo de S.

En efecto, al ser S un A-médulo y considerando el mapa canénico ¢ :
kEQ — A = kQ/I podemos ver a S como un kQ-mdédulo con la accién
r.m = ¢(r).m. Por otro lado dado 6§ € Ext'(S,S), r € kQy o, : S — S con
a,(s) = r.s definimos «;..0:

1) 0O — S - U — 8§ — 0
o | £ | Id
adé: 0 - S —-— U — S — 0

aplicando el pushout.

De forma andloga se define d«,- aplicando el pullback. A continuaciéon dare-
mos la definicién del funtor de Nakayama y enunciaremos un resultado referi-
do a los médulos proyectivos e inyectivos que utilizaremos en el lema sigu-
iente. Las demostraciones se encuentran en el capitulo III de [2].



CAPITULO 3. TIPOS DE REPRESENTACION 28

DEFINICION 3.2.2. El funtor de Nakayama v : modA — modA se define
como v =DHomy(—, A).

PROPOSICION 3.2.3. La restriccion del funtor de Nakayama

v :modA — modA a la subcategoria plena proj A que contiene a los mdodulos
proyectivos induce una equivalencia entre proyA y la subcategoria plena inyA
que contiene a los modulos inyectivos.

LEMA 3.2.4. Sea A =kQ/Z. Para cada A-mddulo M y cada a € Qg ten-
emos los siguientes isomorfismos de k-espacios vectoriales:

Homa(P(a), M) ~ Me, ~ DHom (M, I(a)).

Demostracion: Para el primer isomorfismo basta considerar el mapa ¢
que manda f — f(eq) = f(eq)eq y luego definir su inversa como ¢’ siendo
@' (megy)(eqp) = megp para p € A,m € M . Para el segundo isomorfismo:
DHom(M,1(a)) es isomorfo por el funtor de Nakayama a
DHoma(M,D(Ae,)) ~ DHom por(Aeq, DM) ~ D(eDM) ~ D(DM)e, ~
Me,.

LEMA 3.2.5. Ext!(S(a),S(b)) y D(eqJ/J?ep) cona,b € Qo son isomorfos
como KQ-mddulos.

Demostracion: Consideremos
p2 p1 Po
-—>P2—>P1—>P0—>S(a)—>0

una resolucién proyectiva minimal de S(a). Para calcular Exth(S(a), S(b))

consideramos el siguiente complejo:
Hom 4 (p1,5(b)) Hom 4 (p2,5(b))

0 — Homa(Py,S(b)) - Hom(Py,S(b)) -

Homa(Po, ) "5 Hom.a(Py, S(1) — -

que se obtiene de sacar S(a) de la resolucién proyectiva y aplicarle al com-
plejo el funtor Homa(—, S(b)).

Se probard primero que Homa(p;+1,S(b)) =0 Vi > 0.

Sea f € Homa(P;,S(b)), f # 0. Como S(b) es simple f es sobreyectiva por
lo tanto tenemos que f : topP; — topS(b) = S(b) es sobreyectivo. Como
topP; = @ S; siendo S; el top de cada sumando directo indescomponible de
P;. Se tiene que existe un sumando indescomponible P’ de P; tal que S(b) ~
topP’ y f puede ser escrita como la composicién de la proyeccién canénica
IT: P, — P’y el mapa canénico g : P — topP’. Ahora I'mp; 11 = Kerp; C
radP; por definicién de resolucién minimal proyectiva (sabemos que existe
una resolucién proyectiva que cumple esto y es tinica salvo isomorfismos). Por
lo tanto Homa(pit1,5(0))(f)(x) = (fpi+1)(x) € f(Impit1) C f(radP;) =
gll(radP;) = 0 para x € P; y asi probamos lo dicho anteriormente.

En particular si calculamos Ext}(S(a), S(b)) por definicién tenemos que
Ker(Homa(p2,S(b)))/Im(Homa(p1,S(b))) ~ Hom (P, S(b))
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Si escribimos top(radP(a)) = rad(P(a))/rad*(P(a)) = Gceg,S(c)"™ en-
tonces la resolucién minimal proyectiva de S(a) es de la forma:

o= Bee, Pe)" — P(a) — S(a) — 0

Entonces Ext(S(a), S(b)) ~ Homa(HP(c)", S(b)) que es equivalente a
Homa(rad(P(a))/rad?>P(a),S(b)) ~ Homa(rad(P(a))/rad?P(a),I(b)) que
por el lema anterior es igual a

DHom(P(b),radP(a)/rad?*P(a)) ~ DHom(eyA, eq(radA/rad*A)) ~
D(eq(radA/rad?A)ey). O

COROLARIO 3.2.6. Ext!(S,S) y D(J/J?) son isomorfos como kQ-mdédu-

los.
Encontraremos ahora buenas descripciones para los Ext" para n > 1.
e El médulo S tiene la siguiente resolucion proyectiva:

don d d
-—>P2n+1 Q—TIPQ“—)"'—)PQ—%Pl—l)PO—)S—)O

Con Py, = I"/I" y Py, = I"J/I"" ] paran = 0,1,2,...; donde
los mapas estan inducidos por las inclusiones:

.cIJcIcrlyc-..clJcIcJcKQ=1"

Ademss, si K,, = Ker(P,—1 — P,_2), tenemos que Ky, = ["/I"J y
Kopyr = I"J/ I,

Demostracion: Partimos de topA = S que claramente se cubre con
Py = A que es proyectivo. Esa cobertura tiene como niticleo al ideal
flecha K7 = J. Luego, cubrimos a J = J/I con P, = J/IJ de la forma
natural, o sea, llevando al elemento x4+ I.J en J/IJ al x+ I que queda
bien definido por la inclusién IJ C I. El nticleo de este cubrimiento es
Ky =1/1J (esto sale facilmente usando los teoremas de isomorfismo),
que a su vez se cubre con P» = I/I? nuevamente de forma natural
inducido por la inclusién I? C IJ. Siguiendo este proceso obtenemos
la resolucion deseada, con los niicleos calculados y los mapas obtenidos
a partir de las inclusiones ya mencionadas.

Veamos que los P; son proyectivos, un proyectivo P cualquiera en
KQ se escribe de la forma P = @ I;(= P(i)) con I; ideales de KQ
y por lo tanto, P/IP, los proyectivos de KQ/I, son de la forma
PBL/IIEPL) ~PL/PIIL; ~ @I;/I1;. Entonces si L es ideal de
KQ, L/IL es proyectivo y todos los P; tienen esta forma.
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e Para m > 1 se obtiene que
Tor(S,8) = Ker(S ®4 Kp — S ®4 Pp_1)

Ext}(S,S) = Coker(Homa(Pp—1,5) — Homa(Kp, S))

Demostraciéon: Demostraremos la primera afirmacion ya que la se-
gunda es analoga. Por definicion,

Tor(S,8) = Ker(S @4 Py — S &4 Pr_1)/Im(S ®4 Py — S ®4
P,) = M/N. Queremos ver que M/N =~ Ker(S @4 K,, — S ®a
P,,—1) = M'. Consideremos el siguiente diagrama:

S®Pm+1 S®Pm S®mel

/ x /
M S® Ky,
g/\\§ /
M/

» ¢’ es un epimorfismo: Sabemos que g = id ® u es un epimorfismo
ya que u es un epimorfismo. Si x € M', h(z) = 0, como g es
epimorfismo existe y € S® P, tal que g(y) = z. Entonces y € M
y ¢’ es un epimorfismo.

» Kerg = Kerg': Al ser ¢’ una restriccién de g para ver que sus
ntcleos coinciden basta ver que Kerg C M y esto es cierto al ser
hg=id®dy, y M = Ker(id ® dy,).

= N = Kerg: Para probar esto tomemos la siguiente sucesion exac-
ta:
0— Kpi1 2> Py — K, —0

Que al tensorizar con S obtenemos:
S®Kmi1 —S®Pn > S0 K, —0
donde Kerg =Im(id® f) = N.

A continuacién enunciaremos el teorema de Watts que serd utilizado en el
lema siguiente.

TEOREMA 3.2.7. Si F : ModA — Ab es un funtor exacto a derecha que
preserva sumas directas, entonces F' es naturamente equivalente a — @4 B,
donde B=F(A).

LEMA 3.2.8. 1. Dado X un A-mdédulo S @4 X = X/JX.
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2. Homa(X,S) = Homa(X,D(S4)) = D(X/JX).

Demostracién: Para probar 1. usaremos el teorema de Watts. Con-
sideraremos el funtor F(X) = X/JX sobre los objetos y dado un mapa
f: X — X’ consideramos la restriccién f : JX — JX' (f(JX) C JX) y
luego pasamos al cociente. Probaremos que es exacto a derecha y preserva
sumas.

= F' es exacto a derecha:
Consideremos la siguente sucesién exacta:

0-xLvy %z o0

al aplicar F' obtenemos

top(X) EN top(Y) EN top(Z) — 0

con f(z+JX) = f(z)+JY y gly+JY) = g(y)+JZ (estos mapas estan
bien definidos ya que f(JX) C JY y g(JY) C JZ). Es claro que g es
sobreyectivo al serlo g. También es claro que gf = 0 al ser gf = 0. Lo
que falta probar es que Ker(g) C Im(f). Tomemos y +JY € Ker(g),
gy+JY)=9gly)+JZ=0+JZ, g(y) € JZ y al ser la restriccién de
g, §:JY — JZ sobreyectiva existe u € JY tal que g(u) = g(y), o sea
u—y C Ker(g) = Im(f). Por lo tanto u —y = f(x) para algin x € X
vy fla+JX)= f(x)+JY =u—y+JY =y +JY lo que implica que

y+JY € Im(f).

= F' preserva sumas:
Esto se debe a que top(M & N) = top(M) & top(N).

En conclusién, aplicando el teorema de Watts, obtenemos que F' >~ —®4 S
ya que S = A/JA y asi probamos el resultado buscado.

Para probar 2., en la primer igualdad observemos que D(S4) ~ S. Para
la segunda igualdad usamos el morfismo de adjuncién de la siguiente for-
ma: Homa(X,D(S4)) = Homa(X,Homg (S, K)) ~ Homg (S @4 X, K) =
D(S®4X)~ D(X/JX) por la parte 1. O

TEOREMA 3.2.9. Sea A una k-dlgebra de dimension finita, A = kQ/I,
J el ideal flecha y S = kQ/J. Entonces tenemos que:

Torg (S,8) = (I"NJI""Y])/(JI" + I"J) = DExt3(S,S) Vn > 1y
Tory 1(S,8) = (JI"NI"J)/(I"*! + JI"J) = DExt?"1(S,S) ¥n > 0.

Demostraciéon: Torfn(S, S) = Ker(S®aKao, — S®aPo,—1) =Ker(S®4

id®i _ . .

m/mJ S @y Im LJ/I™J) y por el lema anterior esto es igual a
/Iy meLymg I/ gNJImm g N JImelg

Ker((JI”JrI"J)/I”J - JI"*U/I"J) SRR § TN 2 7 1 AR § (S (D
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Por otro lado consideremos la siguiente sucesion exacta:
0— Tori(S,S) = S®@ K, — S® P, 1
Apliquemos el funtor D y obtenemos:
D(S® P,_1) — D(S® K,) — D(Tor’X(5,5)) — 0
que por el lema anterior es igual a:
Homa(P,_1,8) — Homa(K,,S) — D(Tor(S,5)) — 0

lo que implica que D(TorA(S, S) = Coker(Hom(P,_1,S) — Hom(K,,S)) =
Ext7(S,S). En el caso impar el tratamiento es similar. O

COROLARIO 3.2.10. Para dos puntos s,q € @y tenemos:
dimys(I/(JI +1J))q = dimy Ext%(S(q), S(s))

Demostracion: Por el teorema anterior, aplicado para n=1 tenemos
que Torg'(S,8) = I1/(JI + 1J) = DExt%(S,S). Como S = ®icq,S(i) y
dimg DExt% (S, S) = dimg Ext%(S, S) tenemos que
dimg (Exta(S(q),S(s))) = dimg (s(I/IJ + JI)q). O

DEFINICION 3.2.11. Sea A un dlgebra bdsica, conexa y de dimension
finita cuyo carcaj del teorema de Gabriel (Q 4) no contiene ciclos orientados.
Sea | (Qa)o |= n. La forma de Tits qa de A es la forma cuadrdtica
qa: 2" — Z dada por:

qa(x1, T, Tn) = Eier xf — Za€Q1 Ty(a)Ti(a) T Zs,qEQo r(s,q)xszy con
r(s,q) la cantidad de relaciones en el generador minimal R de T que van
de s a q (esto no depende del generador minimal elegido).

EJEMPLO 3.2.12. Consideremos A = kQ/Z con el siguiente carcaj @Q e
IT=<af>:

2
VN
1———3
qa(z1, 72, 73) = 23 + 23 + 23 — 1120 — 273

Decimos que una forma cuadratica g es débilmente positiva si g(z) > 0
para todo x no nulo con todas sus coordenadas mayores o iguales a cero.
Podemos comprobar facilmente que la forma cuadratica del ejemplo ante-
rior es débilmente positiva al tener todos sus valores propios estrictamente
positivos.
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DEFINICION 3.2.13. Sea A una k-dlgebra. El Grupo de Grothendieck
de modA, es el grupo abeliano G(A) = F/F' donde F es el grupo abeliano
libre que tiene por base las clases de isomorfismo de modA (decimos que M
en la clase de M en F) y F' el subgrupo de F generado por los elementos
M — N — L que corresponden a la sucesién ezacta:

0O0—L—M-—N—0

en modA. Denotaremos como [M] a los elementos de F|F'.

TEOREMA 3.2.14. Sea A un dlgebra bdsica finito dimensional y sea
{5(1),5(2),---,5(n)} un conjunto completo de las clases de isomorfismo
de los mddulos simples (a derecha).

Entonces el Grupo de Grothendieck G(A) de modA es un grupo abeliano
libre teniendo como base a {[S(1)],[S(2)],---,[S(n)]} y existe un tnico iso-
morfismo de grupos dim : G(A) — Z™ tal que dim[M] = dimM para cada
modulo M.

DEFINICION 3.2.15. Consideremos G(A) el grupo de Grothendieck y
consideremos:

By : G(A)xG(A) — Z la cual asigna el mimero > o2 (—1)'dimy Ext'y (M, N)
al par ([M],[N]) que consiste en los representantes de los A-mddulos M y
N.

Para ver que B4 ([M], [N]) estd bien definido tomemos otro representante
de la clase de M y veamos que By coincide. Consideremos [M] = [L] + [T]

con
O—-L—-M-—->T—0

un sucesion exacta corta. A partir de esta tenemos la sucesion exacta larga
(finita ya que dim.gl.A < 00):

0— Homa(T,N) — Homa(M,N) — Homu(L,N) —
— ExtY(T,N) — Exty(M,N) — Exzt(L,N) —
— Bat}(T,N) — Ext}(M,N) — Ext4(L,N) — ---

y por lo tanto:

dimHom (T, N)—dimHom (M, N)+dimHoma (L, N)—dimExtY (T, N)+
dimExty (M, N)—dimExtYy (L, N)+dimExt}(T,N)—--- = 0 lo que implica
que Ba([M], [N]) = Ba([L] + [T, [N]).

A partir de esta podemos definir x A[M] = Ba([M],[M]).

El siguiente resultado se encuentra en [9].
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TEOREMA 3.2.16. Sea A una k-dlgebra bdsica finito dimensional de di-
mension global menor o igual que dos. St suponemos que el carcaj de Gabriel
no tiene ciclos orientados, entonces xa y qa coinciden.

DEFINICION 3.2.17. Una componente C' de un carcaj de Auslander Re-
iten de una k-dlgebra finito dimensional se llama postproyectiva si C no
contiene ciclos orientados y consiste de T-drbitas que contienen proyectivos.

TEOREMA 3.2.18. (Bongartz 1983) Sea A una k-dlgebra basica finito
dimensional, cuyo carcaj de Gabriel es conexo y no tiene ciclos orientados.
Supongamos que el carcaj de Auslander Reiten contiene una componente
postproyectiva. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es tipo de representacion finita.

2. Para cada d € N9 hay una cantidad finita de clases de isomorfismo
de representaciones teniendo dimension d.

3. La forma de Tits q4 es débilmente positiva.

3.3. Sobre la existencia de componente postproyec-
tiva

En el transcurso del trabajo varias veces intentamos utilizar criterios que
pedian una componente postproyectiva (por ejemplo el teorema de Bongartz
que no dejamos de enunciar en este trabajo por su importancia en la teoria)
y mas adelante entendimos que esta hipotesis no era facil de comprobar y
en muchos de los casos no se cumpliria.

Veamos ahora, una condicién suficiente pero no necesaria para asegurar
la existencia de una componente postproyectiva, la condicién de separacion.

DEFINICION 3.3.1. Sea A un dlgebra con su carcaj asociado Q4 aciclico.
Un mdédulo proyectivo indescomponible P(a)a tiene un radical separado
si dados dos sumandos indescomponibles distintos M y N de radP(a)a,
los soportes de M y N estin en componentes distintas del subcarcaj pleno
Q4(a@) de Q4 generado por los no predecesores de a. El dlgebra A satisface
la condicién de separacion si cada A-mddulo proyectivo indescomponible
tiene radical separado.

EJEMPLO 3.3.2. Sea A dado por el siguiente carcaj:
1
N
2 3
N /
4
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1. con la relacion af = 9. Los radicales de los proyectivos indescom-
ponibles son indescomponibles o cero por lo tanto cumple con la condi-
cion de separacion.

—
=,

2. con la relacion aff = 0. Vemos que radP(3) = P(4) ® S(1) y Qa(3)
{1,2,4} por lo tanto no cumple la condicion de separacion.

TEOREMA 3.3.3. Sea A un dlgebra. Si A satisface la condicion de sepa-
racion, entonces A admite una componente postproyectiva.

La demostracién de este teorema se encuentra en el capitulo IX de [2].
Veamos ahora una condicién necesaria y suficiente para la existencia de
componente postproyectiva de J.A de la Pena y S. Kasjan.

DEFINICION 3.3.4. Sea X € mod A, decimos que X es director si no
existen sumandos indescomponibles X1, X9 de X e Y un indescomponible
no proyectivo tal que X1 < 74Y y Y < Xy (Y < Z indescomponibles si
existe una cadena de mapas no nulosY =Yy =Y = Yo —» - > Y, =7
con Y; indescomponibles con i =1,2,---,t).

DEFINICION 3.3.5. Definimos A* como el cociente de A formado por la
subcategoria plena de A con vértices j tal que no existe un camino de j a @

en Q.

TEOREMA 3.3.6. Eziste una componente postproyectiva en I' 4 si y solo
st para cada vértice i € Qy se cumple una de las siguientes condiciones:

(a) Ezxiste una componente postproyectiva I de T 4i tal que ningin suman-
do directo indescomponible de radP; pertenece a I".

(b) radP; es un A'-médulo director y cada sumando indescomponible de
radP; tiene una cantidad finita de predecesores en modA, todos ellos
directores.

EJEMPLO 3.3.7. Consideremos el siguiente carcaj con relaciones:

2%1X3
N

Con las relaciones o3 =0 y v = 0 Calculemos A':
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NN S
)

Al A2 A3 4 A4

2

Calculemos ahora rad(P;): rad(Py) = S(2), rad(Py) = 0, rad(P3) =
S(1) ® S(4), rad(Py) = S(2). Observemos que S(2) es director como Al y
A%~ mddulo y no tiene predecesores y rad(P3) es director como A>- mddulo
ya que no hay flechas entre S(1) y S(4) y tanto S(1) como S(4) tienen
predecesores directores.



Capitulo 4

Clasificacion de las algebras
Toupie

4.1. Algebras canodnicas

DEFINICION 4.1.1. Dados ni,no,---,Ny € N no nulos cont > 2, sea
A(ny,na,---,ng) el carcaj obtenido de la union disjunta de carcajes lineales
ordenados de tipo An 41, Anyt1,- -+, An,+1, tdentificando todas las fuentes
con un mismo vértice 0 y todos los pozos con un sélo vértice w. Por lo tanto
A(nyi,na,---,ng) tiene la siguiente forma:

% &)
1 1 S OV |

al?
—_—
o0
I
Liamaremos o'*) a ags)ags) e Oégzss) y consideraremos R, el espacio vectorial
con base {aM a® ... o®},

Un subespacio J de R se dice genérico si dimJ =t — 2 y la interseccion
de J con cualquier subespacio de dimensidn dos de la forma < %), als) >
(s £ ') es cero.

Las dlgebras definidas por el carcaj A(ni,ng,---,ng) con relaciones genéricas
que generan J se llaman dlgebras candnicas de tipo (ny,no,---,ny).

PROPOSICION 4.1.2. Dada un dlgebra candnica de tipo (n1,ng,---,ny)

37
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con relaciones genéricas que generan J es isomorfa a un dlgebra con el
mismo carcaj asociado y con ideal I =< a® —a® —\a® =3 ... t>.

Demostracién: Consideremos las t — 2 relaciones genéricas que definen
J y lamatriz A = ((b;;)) con b;; el coeficiente asociado a la rama aU+?) en la
relacién ¢ para j = 1,---,t—2y b;; el coeficiente asociado a la rama Qli—t+2)
en la relacion ¢ para j =t —1,¢t . Como dimJ =t — 2 la forma escalerizada
reducida de A tendré exactamente t—2 escalones. Ademas tendra la siguiente
forma:

0 - 0 a4 ait
0O 1 - 0 age1 ag
0 -+ 0 1 a—2t-1 at24

ya que si hubiera algin escalén de largo 2 quedarian solo 1 o 2 variables
no nulas en la dltima fila y la interseccién de J con cualquier subespacio
de dimensién dos de la forma < ol o) > (s # &) es cero. Esto tltimo
también implica que a;;—1 # 0y a;; # 0 con @ = 1,---,¢t — 2. Realizando
operaciones elementales en las filas de la matriz podemos llegar a la siguiente
forma:

C1,1 0 e 0 -1 C1t
0 22 - 0 -1 Cot
0 -+ 0 c¢2t2 —1 co¢

Estamos muy cerca de obtener el resultado que buscamos, faltaria obtener
cii=11=1,2,---t—2. Para lograr esto consideraremos el siguiente morfis-
mo de algebras. Primero consideramos f : kQ)Q — k@), el dlgebra de caminos

1 i

asociada al carcaj del dlgebra canénica con f(i) =i Vi € Qo, f(a}) = oG]
coni=3,---ty f (oz;?) = oz? en el resto de las flechas. Luego observemos
que f(J) =1y por lo tanto se puede definir el mapa ¢ : kQ/I — kQ/J que

resulta ser un isomorfismo.O

La clasificacion de las dlgebras candnicas segin su tipo de representacion
es un problema ya resuelto y el resultado correspondiente lo veremos a con-
tinuacién pero antes algunos resultados y definiciones previas.

4.1.1. Algebras concealed

DEFINICION 4.1.3. Un par (T,F) de categorias plenas de mod A se
llama un par de torsiom si las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) Homa(M,N) =0 para todo M € T, N € F.
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(b) Homa(M, )|z =0 implica que M € T.
(¢) Homa( ,N)|r =0 implica N € F.
EJEMPLO 4.1.4. Sea A = kQ con Q:

1—2——3

Sea T = add{010 ® 01164 001} (addM es la subcategoria plena de modA
mds pequena que contiene a M) y F = add{100 & 110 & 111} (los mddulos
estdn dados por sus respectivas dimensiones). Entonces (T,F) es un par de

torsion. Podemos ilustrar esta situacion con el carcaj de Ausalander-Reiten
asociado a k@ indicando T y F.

DEFINICION 4.1.5. Sea A una k-dlgebra de dimension finita. Un A-
modulo se llama inclinante si se cumple:

(T1) pdTs <1,
(T2) Extl\(T,T) =0,
(T3) Existe una sucesion eracta corta
0—>AA—>T1/4—>TIX—>O
con Ty, T en addT.

OBSERVACION 4.1.6. La condicién (T3) se puede reformular con la
stguiente version:

(T3’) Para todo A-mddulo proyectivo indescomponible (Py) existe la siguien-
te sucesion exacta corta:

0—>PA—>T1’4—>TIX—>O

con T, T} € add(T).
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EJEMPLO 4.1.7. Veamos un ejemplo de mdédulo inclinante.
Consideremos kQ el dlgebra de caminos del siguiente carcayj:

1—2——3

y el mddulo T = 100 & 111 & 001 (nuevamente estamos dando los mddulos a
partir de sus dimensiones). Observemos que 001 es Ps, 111 es Py e I3 y 100
es Iy.

Veamos que T es un modulo inclinante:
Se cumple (T1) al ser k@Q un dlgebra hereditaria.
Para ver (T2) calculamos: Ext!(T,T) = Ext'(100,001) que por la férmula
de Auslander-Reiten es igual a DHom(001,7(100)) = DHom(001,010) = 0.
Por dltimo, concluimos que se cumple (T3’) ya que consideramos la siguien-
te sucesion exacta corta:

0—-P—P —1; —0.

OBSERVACION 4.1.8. Sea A un dlgebra y Ta un A-mddulo inclinante.
Si B = EndAT ydadob € B, t €T definimos la accion b.t = b(t) obtenemos
que T tiene estructura de B-mddulo a izquierda.

PROPOSICION 4.1.9. Sea A un dlgebra y Ta un A-mddulo inclinante
con B = EndAT. Entonces T induce un par de torsion en modA siendo
T(T) = {Mu|Exty(T, M) = 0}, F(T) = {Ma|Hom(T,M) = 0} e induce
un par de torsion en modB siendo X(T4) = {Np|N @p T =0} e Y(T4)) =
{Ng|TorB(N,pT)} = 0.

TEOREMA 4.1.10. Sea A un dlgebra, T4 un mddulo inclinante, B =
EndTa, y (T(Ta),F(Ta)), (X(Ta),Y(Ta))) el par de torsion inducido en

mod A y mod B, respectivamente. Entonces:

(a) BT es un mddulo inclinante, y el homomorfismo canénico de k-dlgebras
A — End(gT) definido como a — (t — ta) es un isomorfismo.

(b) Los funtores Homa(T,—) y — ®@p T inducen una equivalencia entre

T(Ta) e Y(Ta).

(¢) Los funtores ExtYy (T, —) y Tor?(—,T) inducen una equivalencia entre
F(Ta) y X(Ta).

Los resultados anteriores se encuentran en [2]. Es posible visualizar la
equivalencia mencionada en el teorema anterior en los carcajes de Auslander-
Reiten de las dlgebras A y B. Veamos la siguiente figura:
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DEFINICION 4.1.11. Sea Q un carcaj finito, conexo y aciclico que no es
un diagrama Dynkin. Un dlgebra B se llama concealed de tipo @ si existe un
mddulo inclinante postproyectivo T de A = kQ tal que B = EndT 4.

DEFINICION 4.1.12. Sea (I',7) un carcaj conezxo de traslacion. Un sub-
carcaj pleno y conexo X3 de I' es una seccion de I' si se satisfacen las siguien-
tes condiciones:

1. X es aciclico.
2. Para cada x € Iy, existe un unico n € Z tal que ™"x € Y.

8. Sixg — x1 — -+ — x4 es un camino en I' con xg,x: € X entonces
x; € Yo, para todo 0 < i < t.

Los siguientes resultados de esta subseccion se encuentran en el capitulo
VIII de [2].

TEOREMA 4.1.13. Sea A un dlgebra hereditaria, T4 un modulo incli-
nante y B = EndTa. Entonces la clase ¥ de todos los B-modulos de la
forma Homx (T, I), con I un A-mddulo inyectivo indescomponible estd en
una componente aciclica Cp de I'(modB) y forma una seccion. Mds ain, X
es isomorfa a Q% , todo predecesor de ¥ en Cp estd en Y(T'), y todo sucesor
estricto de ¥ en Cr estd en X(T).

Veamos un dibujo de la situacién en este caso donde el algebra es here-
ditaria:
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OBSERVACION 4.1.14. A la componente Cr del teorema anterior la lla-
maremos componente conectora ya que conecta X(T) con Y(T) a través
de la seccion. Observar, que en este caso, todo mddulo indescomponible
estd en Y(T4) o X(T4). En este sentido tenemos una descripcion total de
modB a partir de modA y al ser A un dlgebra hereditaria, modA, es en
general conocida.

TEOREMA 4.1.15. Sea A un dlgebra hereditaria de tipo de representacion
infinita, T un modulo postproyectivo inclinante, y B = Endl 4.

(¢)

(b)

(¢)

(d)

(¢)

T(T) contiene todos los A-mddulos indescomponibles no isomorfos
salvo una cantidad finita, y todo A-mddulo indescomponible que mo
estd en T (T) es postproyectivo.

F(T) contiene una cantidad finita de A-mddulos indescomponibles no
isomorfos, y todos ellos son postproyectivos.

La componente conectora Cp de T'(modB) determinada por T es una
componente preinyectiva Q(B) que contiene todos los mddulos indes-
componibles inyectivos y todos los médulos indescomponibles de X (T,
Q(B) no contiene a los mdodulos proyectivos.

La imagen por el funtor Homa(T,—) de las componentes regulares
de A, R(A), forma una familia R(B) de componentes requlares en
I'(modB).

La imagen por el funtor Homa(T,—) de los mddulos postproyectivos
de torsion (P(A)NT(T)) forma una componente postproyectiva P(B)
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que contiene los B-maodulos proyectivos indescomponibles y no contiene
modulos inyectivos.

(f) T'(modB) es la union disjunta de P(B), R(B) y Q(B) y tenemos que:
0 = Homps(R(B), P(B)) = Homp(Q(B), P(B)) = Homy(Q(B), R(B)).

(9) pdZ <1 eidZ <1 para todo mddulo reqular Z y todos los B-mddulos
indescomponibles no isomorfos, salvo una cantidad finita, estdn en

P(B)UQ(B).

Podemos representar el resultado anterior con la siguiente figura:

['(modA)

I'(modB)

R(B)

Esto nos da una descripcion precisa de la forma del carcaj de Auslander-
Reiten de un &lgebra concealed B = End(T4) conociendo el carcaj de
Auslander-Reiten de A. También, en este caso, excepto una cantidad finita
de moédulos, podemos descibir el carcaj de Ausalnder-Reiten de A a partir
del de B.

El siguiente resultado clasifica completamente a las algebras candnicas
con respecto a su tipo de representacién y su prueba se encuentra en [7].
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TEOREMA 4.1.16. Consideremos las dlgebras candnicas A = A(p, \)
dependiendo de p = (p1,---,p:) donde p; es el largo de la rama i y A =
(A3, -+, A¢) los coeficientes que definen las relaciones en A. La clasificacion
de estas dlgebras queda determinada a partir del siguiente numero:

gx =1 + %((t - 2)p - Z§=1 pRZ) donde b= mcm(p17p2>' o apt)'

Si gy <1 el dlgebra A es concealed de tipo Euclideano, en particular es
mansa.

Si g =1 el dlgebra es mansa (esta dlgebra es de tipo tubular, el estudio
de estas dlgebras se encuentra en [11] o resumido en el apéndice de la tesis).

Si g, > 1 el dlgebra es la extension por un punto de un dlgebra hereditaria
salvage, en particular ella misma es salvaje.

OBSERVACION 4.1.17. Observemos que en el caso t = 3 el dlgebra
serd mansa si gy = 1+ %(p — L2 L _ P) 1. Esto se cumple solo en los
siguientes casos:

1. Sip1 =2 y se verifica alguna de las siguientes condiciones

a) p2:2.
b) p2=3y3<p3<6.

2. Sipi=3,p2=3 yps=23.

Observemos también que si t = 4 el dlgebra serd mansa si g, = 1 + %(Qp —

p_pP_P_ P ; — — — —_
o ps P p4)§1yestosolosedaszpl—pg_pg_p4_2,

4.2. Algebras Toupie

En esta seccion definiremos con precision las dlgebras que vamos a clasi-
ficar méas adelante.

Las algebras Toupie fueron introducidas en el trabajo: Toupie algebra,
some examples of laura algebras realizado por Diane Castonguay, Julie Dionne,
Francois Huard y Marcelo Lanzilotta ([4]). Estas dlgebras se pueden ver co-
mo una generalizacion de las algebras candnicas. El interés por estas dlgebras
proviene de la idea de que cualquier carcaj de un dlgebra triangular (@, el
carcaj asociado no posee ciclos orientados) se puede pensar como unién de
subcarcajes Toupie. Entonces podremos obtener propiedades de estas alge-
bras a partir de propiedades de las Toupie.

DEFINICION 4.2.1. Un carcaj Q es Toupie si tiene una unica fuente
(0) y un tnico pozo (w), y ademds, dado otro vértice x, comienza en x
exactamente una flecha y termina en x exactamente una flecha.
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DEFINICION 4.2.2. Un dlgebra de la forma kQ/I es Toupie si Q
es un carcaj Toupie.

OBSERVACION 4.2.3. Las dlgebras canonicas son un ejemplo de Toupie
(las dlgebras Toupie se originaron como generalizacion de las candnicas co-
mo fue comentado al inicio de la seccion).

OBSERVACION 4.2.4. (Notacién) Los caminos de 0 (la nica fuente)
aw (el unico pozo) se llaman ramas. A continuacion presentaremos algunas

notaciones utiles.
D = dimye,, Aeg

Siby,---,bp son las ramas:
1. by,--+,bp son las ramas que contienen relaciones no monomiales.
2. bpy1, -, Dprn Son las ramas que contienen relaciones monomiales con

la primera relacion comenzando en 0 y de largo 2 y la ultima relacion
terminando en w y de largo 2.

3. bprhat, s Pbrnto Son las ramas con relaciones monomiales que no
cumplen alguna de las condiciones de €..

4. Dbthtotr1s s Pbtmt frora=B SON las Tamas sin relaciones.

DEFINICION 4.2.5. Dada A un dlgebra Toupie definimos Ay como

(1 —e9)A(1 —eg) y Ay, como (1 —e,)A(1 —ey). Para determinar Ay lo que
hacemos es considerar el subcarcaj pleno que obtenemos al quitar el vértice
cero con todas las relaciones que tienen su soporte en este subcarcaj. En
forma andloga determinamos A,,.

OBSERVACION 4.2.6. Las dlgebras Ay y A,, son tales que A = Ay [radPo)
y A=[1,/socl,]|A,.

4.3. Cobertura universal

El siguiente tema es muy amplio y daremos simplemente un pequeno
resumen ya que aparece como uno de los argumentos en la clasificacion.

DEFINICION 4.3.1. Un morfismo entre carcajes f : Q — C es una
funcion f: QoUQ1 — CoUCT y tal que f(Qo) C Co, f(Q1) C C1, f(s(a)) =
s(f(@)) y f(t(e)) = t(f()) para toda o € Q1.

DEFINICION 4.3.2. Un morfismo entre carcajes con relaciones f : (Q,I) —
(C,J) es un morfismo de carcajes que verifica que f(I) C J.



CAPITULO 4. CLASIFICACION DE LAS ALGEBRAS TOUPIE 46

DEFINICION 4.3.3. Dado G un grupo de automorfismos de (Q, 1), de-
finimos el carcaj Q/G. Los vértices y las flechas en Q/G son las drbitas de

Qo y Q1 bajo la accidn de G, o sea (Q/G)o = Qo/G y (Q/G)1 = Q1/G.
El ideal I lo definimos como el generado por w(I), donde 7 es la proyeccion
canonica.

DEFINICION 4.3.4. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones. Un grupo de
automorfismos G de (Q, 1) se llama admisible si ninguna orbita de G en Qg
tiene mds de un vértice en T o 7, con x € Q.

DEFINICION 4.3.5. Un morfismo de carcajes con relaciones f : (A, J) —
(Q,I) es cubriente si existe un grupo admisible G de (A, J) tal que el si-
guiente diagrama conmuta:

(A, J)

(A/G, ) (@, 1)

stendo w la proyeccion canonica

DEFINICION 4.3.6. Decimos que (Q,I) es localmente de representacion
finita si para todo x € Qo existe una cantidad finita de representaciones
indescomponibles no isomorfas con soporte finito que contiene a x.

EJEMPLO 4.3.7. 1. Consideremos el carcaj Aoy (una extension de A,
con infinitos puntos a ambos lados) sin relaciones, con todas las flechas
apuntando hacia el mismo lado:

-1 -1 -1 -1

_ _ n—1 _ [e%
———a; —>a —>a21———a1 1 = 0

Este carcaj no es localmente de representacion finita:

Dado un punto = del carcaj consideramos los médulos M con M'(j) =
ksix—i < j<x+1iyceroen el resto de los puntos. Con respecto a los
mapas consideramos Id, siempre que sea posible. Estos M* forman una
familia infinita de mddulos indesconponibles no isomorfos de soporte
finito que contienen a x.

2. Considere el mismo carcaj Ao del ejemplo anterior pero con las sigu-
ientes relaciones :

-———ay, —>a —>a, ———a
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I =< afa’ >. Entonces (Ao, I) es localmente de representacion fini-
ta.

Las demostraciones de los siguientes teoremas se encuentran en [10].

TEOREMA 4.3.8. Si 7 : (Q,I) — (Q,I) es cubriente y (Q,I) es local-

mente de representacion finita, entonces (Q,I) también lo es.

TEOREMA 4.3.9. Sea 7 : (Q, 1) — (Q,I) morfismo cubriente. Suponga-
mos que k =k, cark = 0 y @Q finito. Si (Q, I) es localmente de representacion
finita, entonces (Q,1I) es de tipo de representacion finita.

EJEMPLO 4.3.10. Considere (Q,I) con Q = A, para algin n como en
la siguiente figura:

e
a] —Lsag— — —ap1

y Qp—1
0
\% ﬁq/
b1

by — 2= by — — — by

conp+q=nel=<aya; >. Considere ahora (A, I) que se muestra en
la siguiente figura:

a*l ’;1 0 0

i M Ry T 1 S . Y e S
con [ =< alal i i € Z >. Eziste un morfismo cubriente w entre (Aso, 1)
(Q,1) con w(07) = 0,~7r(w3) = w, W(af) =ai y ﬂ(bg) = bZ y G =<g> con
9 (Ao, 1) = (Aco, T) tal que g(07) = 0971, g(w!) = w71, g(a]) = al ™" y

. 7 . - . o
g(b}) =b]"". En las flechas g(a)] = o y g(8)] = .

Al ser (Aso, I) locamente de representacion finita, aplicando el teorema
anterior, (Q,I) es de tipo de representacion finita.

4.4. Algebras Supercanénicas

Al igual que las algebras Toupie, pero en otro sentido, las algebras su-
percanonicas aparecen como una generalizacion de las algebras candnicas.
Estas fueron introducidas por Helmut Lenzing y José Antonio de la Pena
en 2004 ([7]) y preservan algunas propiedades de las candnicas como poseer
una familia uniparamétrica de tubos estables.

DEFINICION 4.4.1. Consideremos un poset S (conjunto parcialmente
ordenado) finito. El doble cono °S,, es el poset que se obtiene adjuntando a
S el menor de los elementos 0 y el mayor de los elementos w. Llamaremos
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ks a la clase de cualquier camino de 0 en w. Sean S1,S9,---,S; un numero
finito de posets cont > 2 y nimeros s, - -+, \y € k—{0} distintos dos a dos.

Definimos el dlgebra supercanénica A = S(S1,S2, -+, St; A1, A2, -+, At)
como aquella tal que su carcaj se obtiene identificando los 0; (respectivamente
los w;) en los conos dobles como en la siguiente figura:

0

Sl ..... St

N/

w

y pidiendo las t — 2 relaciones k; = ko — Nk, coni1=3---,t.

OBSERVACION 4.4.2. Observemos que en la definicion de dlgebra su-
percanonica el ideal no necesariamente es admisible. El problema aparece
cuando alguno de los posets es vacio y t > 2.

EJEMPLO 4.4.3. 1. En el caso t = 2, uno o ambos S; podrian ser
vacios y nos queda algo del tipo:

0

/]

S

\

w

St ambos son vacios nos queda 2-Kronecker.
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2. En el caso que todas las S; son lineales les llamaremos supercandonicas
de tipo lineal. St S; = Ay, obtenemos el dlgebra candnica A(ny +
- ,ng 4+ 1).

EJEMPLO 4.4.4. Ademds de algunos casos de dlgebras Toupie hay otros
ejemplos de dlgebras supercancnicas. Sea S el poset semicadena:

Podemos considerar el dlgebra supercandnica A = S(S5).

EJEMPLO 4.4.5. Uno de los casos que nos interesard clasificar aparece
como ejemplo en el articulo de Lenzing y de la Pena [8] y es el caso det = 2
con Sy vacio y Sy formado por 2 puntos no comparables. Al considerar °S,,
obtenemos el carcaj que contiene una relacion de conmutatividad con dos
ramas de largo 2 y luego una flecha.

W 5

Observemos que en este caso no aparecen relaciones extras al tratarse de
t = 2. FEl dlgebra supercandnica construida de esta forma es mansa y mno
acepta una componente postproyectiva. (la demostracion de esto se encuentra

en [6])
EJEMPLO 4.4.6. Consideremos la siguiente dlgebra supercanonica A =
S(51, S9):

Y

N

w

La cobertura universal de A contiene la subcategoria hereditaria del tipo:
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~_ S
S

Utilizando la cobertura universal podemos deducir que A es salvaje.

LEMA 4.4.7. Sea A = S§(S1,---,5¢A3,--+,A\t) un dlgebra supercandénica

con t > 2. Suponga que B = (‘84) es de tipo mansa. Entonces cada S; es

lineal, semicadena o dos puntos no ordenados.
Veamos ahora el resultado principal de esta seccién.

TEOREMA 4.4.8. Sea A = S§(S1,---,St;As,--+,\t) un dlgebra super-

canonica y B = % . Asumamos que alguna de las siguientes condiciones se

cumplen:
1. t>2.

2. t =2 y tanto Sy como Sy son lineales semicadena o (1) [[(1) (2 puntos
no ordenados).

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. A es mansa
2. B es mansa
3. qa42>0
4- q = 0.

EJEMPLO 4.4.9. Consideremos las siguientes dlgebras supercandnicas
Ar = kQ1/11 y Az = kQ2/Ts:

p\r/4
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/ \ \w

Tn—1

con Iy =< aqyay — 132, 7172 — 6102 >

con Iy =< aqag — P15 >

Se verifica que B; = % para © = 1,2 es mansa al tratarse de dlgebras hered-
itarias con diagramas Euclideanos y Dynkin asociados. Entonces, aplicando
el teorema 4.4.8, podemos concluir que A; con i = 1,2 es mansa.

4.5. Técnica de Inmersion

DEFINICION 4.5.1. Un funtor T : A — B es fiel (resp. pleno) si para
todo par de objetos A, B € A la funcién inducida por T

[A, Bla — [T(A), T(B)]s

es inyectiva (resp. sobreyectiva). Un funtor covariante lineal, fiel y pleno es
una tnmersion fielmente plena.

DEFINICION 4.5.2. Un funtor T : A — B es denso si para todo B € B
existe un objeto A € A, tal que T(A) es isomorfo a B.

DEFINICION 4.5.3. Sea A una categoria con objeto cero y o : A — B
un morfismo en A. Diremos que un morfismo p: K — A es un nicleo de o
St

(a) ap =0,y

(b) para todo morfismo ' : K' — A tal que ap’ = 0 existe un unico

morfismo v : K' — K tal que uy = .

DEFINICION 4.5.4. La imagen de un morfismo f : A — B se define,
como el sub-objeto mds pequeno de B que factoriza a f. Esto es, el sub-objeto
w:I — B de B es una imagen de f si:

(a) existe un morfismo f': A — 1 tal que f = puf’, y
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(b) si ' : I' — B es otro sub-objeto de B tal que existe f" : A — I' con
f=u'f" entonces u < u'. Es decir, el tridngulo del lado derecho del
siguiente diagrama conmuta:

PROPOSICION 4.5.5. Sea T : modA — modB un funtor lineal, fiel y
pleno entre dos categorias de mddulos con A, B de dimension finita. En-
tonces:

1. T lleva modulos indescomponibles en maodulos indescomponibles.
2. T lleva objetos distintos en objetos distintos.

Demostracion:

1. Sea M un médulo indescomponible. Consideremos T'(M) y
f € Endg(T(M)). Como T es pleno, existe g € Enda(M) con T'(g) =
f- Al ser M indescomponible g es nilpotente o invertible. Si g es nilpo-
tente existe n tal que ¢" =0y T(0) = T(¢") = T(¢9)" = f™ = 0 por
lo tanto f serd nilpotente. Si g es invertible existe ¢’ tal que g¢’ = Id
y ¢'g = Id, por lo tanto, fT(¢') =T(g99') = Id =T(¢')f y [ serd in-
vertible.

2. Supongamos T'(M) ~ T(N) y sea f un isomorfismo entre ellos. Al ser
T pleno existe g : M — N con T(g) = f. El morfismo g serd invertible
ya que T es fiel y refleja tanto monomorfismos como epimorfismos lo
que implica que M ~ N.O

PROPOSICION 4.5.6. Sea T : modA — modB un funtor lineal, fiel
y pleno entre dos categorias de mddulos con A, B de dimension finita tal
que dimM = dimT (M) para todo M € modA. Entonces el tipo de repre-
sentacion de la segunda acota el tipo de representacion de la primera. O sea,

si B es mansa A deberd ser mansa o de tipo de representacion finita (TRF)
y si B es de TRF, A también lo es.
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Demostracién: Supongamos que modB es mansa o TRF, dada d € N
una dimensién fija en modA consideremos M, un indescomponible cualquiera
con dimyM = d. Por la proposicién 4.5.5 tenemos que T'(M) también es in-
descomponible y tiene dimensién d. Como modB es mansa o TRF, sabemos
que pertenece a una familia uniparamétrica (no necesariamente infinita)
de médulos indescomponibles con esta dimensién y como T lleva objetos
distintos en objetos distintos por 4.5.5 podemos asegurar que los moédulos
indescomponibles de dimiM = d forman una familia uniparamétrica de
indescomponibles y por lo tanto modA es mansa o TRF. O

COROLARIO 4.5.7. Sea T : modA — modB un funtor lineal, fiel y
pleno entre dos categorias de mddulos con A, B de dimension finita con
dim(M) = dim(T'(M)) para todo M € modA. Entonces si A es salvaje B
lo es.

Veamos una aplicacion de este corolario para probar que un dlgebra es
salvaje.

EJEMPLO 4.5.8. Consideremos el dlgebra A = kQ/I con Q el siguiente
carcay:

0

A1/ o3 (X%
1 2 3 4 5
B % 53‘ /ﬂs

w

el =< 101,484 — as5P5 >. Entonces existe un funtor lineal fiel y pleno
que mantiene las dimensiones F : modB — modA siendo B el dlgebra
hereditaria B = kQ' con Q' el siguiente carcayj:
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2
1 a y

%/0\
5 WMy

Veamos como se construye el funtor. Dado un médulo M de B, F(M) = N
en modA es tal que N(i) = M (i) Vi=0,---,5 y N(w) = 0. Ademds N,, =
M,, Yi=1,2---,5 y N3, = 0. Dado un morfismo de modulos f : M — M’
construimos g = F(f) : F(M) — F(M') de la siguiente forma: g; = f;
Vi =0,---,5 y g, = 0. Es fdcil ver que este funtor es lineal fiel y pleno
y por construccion dimM = dimT (M) para todo M € modB. Usando el
corolario anterior y 3.1.9 podemos deducir que A es salvaje. A esta técnica
la llamaremos técnica de inmersion.

EJEMPLO 4.5.9. Consideremos el dlgebra A = kQ/I con Q el siguiente
carcay:

el =< agfs > y el dlgebra B = kQ' con Q' el siguiente carcayj:

1
X
az B2
0—=2——w

Veamos como se construye el funtor F : modB — modA. Dado un
mddulo M de mod B, F(M) = N en modA es tal que N(i) = M(i), i =
0,1,2,w y N(3) = 0. Ademds N, = Mp, con i = 1,2 No, = M,, con
i=1,2 y Noy =0, Ng, = 0. Dado un morfismo de médulos f : M — M’
construimos g = F(f) : F(M) — F(M') de la siguiente forma: g; = f; con
1 =0,1,2,w y g3 = 0. Es fdcil ver que este funtor es lineal, fiel, pleno y
dimM = dimT (M) para todo M € modB. Usando el teorema 4.5.6 y 3.1.9
podemos deducir que A es de tipo de representacion infinita.
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4.6. Algebras asociadas a ciertas algebras Toupie

En esta seccién clasificaremos algunas de las algebras Toupie. Dada un
algebra Toupie A le asociaremos un algebra B de la cual conocemos su tipo
de representacién. Luego construiremos un funtor F' : modB — modA con
ciertas propiedades para poder deducir que el tipo de representacién de B
es el de A.

Es claro que si lograramos construir un funtor fiel, pleno y denso entre
dos categorias podemos asegurar que el tipo de representacién de ambas es
el mismo. En nuestro caso podremos construir funtores fieles y densos que
conservan la dimensién pero con una condicién un poco mas débil que la
plenitud. De todas formas nos servira para obtener el resultado buscado.

DEFINICION 4.6.1. Sea T : modB — modA un funtor, diremos que el
funtor es casi pleno si dado un mapa f: T(M) — T(M'), existe g : M —
M yteradg((T(M),T(M"))) tal que f =T(g) + t.

PROPOSICION 4.6.2. Sea T : modB — modA un funtor lineal, fiel y
casi pleno entre dos categorias de modulos con A, B de dimension finita.
Entonces:

1. T lleva modulos indescomponibles en modulos indescomponibles.

2. T lleva objetos indescomponibles distintos en objetos indescomponibles
distintos.

3. T refleja indescomponibles (si T'(M) es indescomponible M lo es).

Demostracién: Se demostrard que Enda(T(M)) es local, si M es in-
descomponible (o sea Endg(M) es local). Para probar 1. alcanza ver que si
f=T(g) +t se cumple lo siguiente:

(a) Si g es nilpotente, f es nilpotente.
(b) Si g es invertible, f es invertible.

Probemos primero (a). Sabemos que si g es nilpotente existe n € N tal que
g" =0y por lo tanto T'(g)" =T (¢9") = 0.

Ademas, como t € rad((T(M),T(M))) sabemos que existe un m € N fijo
(independiente de t) tal que ™ = 0. Tomemos entonces p = mn, probaremos
que fP = (T(g)+t)? = 0. En los términos en los cuales ¢ aparece m veces es
claro que da cero, en caso contrario al ser mn términos aparecerd T'(g) n ve-
ces consecutivas y dard cero (recordar que rad(T (M), T(M)) es un ideal de
Enda(T(M))). Probemos ahora (b). Como g es invertible sabemos que existe
g € Endp(M) tal que g¢’ = 1y por lo tanto T(g9¢9') = T(9)T(¢') = 1. En-
tonces f = T'(g)+t admite inversa a izquierda si y solo si fT(¢') = 1+tT(¢)
admite inversa a derecha y esto es cierto al estar t en rad((T(M),T(M))),
(esto se encuentra en el capitulo VII de [3]). Un razonamiento similar se
utiliza para probar el mismo resultado a izquierda.
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Para probar 2. sabemos que T (M) ~ T(N) lo que implica que existe un
mosrfismo invertible f =T(g) +t con g : M — N y t € rad(T'(M),T(N)),
esto implica que T'(g) es invertible (basta calcular la inversa correspondi-
ente). Al ser T fiel, refleja monomorfismos y epimorfismos lo que implica
que g es invertible y M ~ N.

Por ultimo, para probar 3., supongamos por absurdo que T'(M) es inde-
scomponible pero M no lo es, o sea M = M7 @® Mo, con M7 y Ms no triviales,
y consideremos las proyecciones p; y pa. Como p1ps = 0, T'(p1)T(p2) = 0. Si
T'(p1) es invertible, entonces T'(p2) = 0 lo cual es absurdo ya que el funtor es
fiel. El mismo razonamiento hacemos con T'(ps) para concluir (recordemos
que T'(M) es indescomponible) que T'(p1) y T'(p2) son nilpotentes. Ademds
p1+p2 = 1y al tratarse de un funtor lineal T'(p1)+T(p2) = 1 y esto no puede
ser ya que la suma de dos nilpotentes no puede dar invertible en un anillo
local. En conclusion el problema surge de suponer que M es descomponible
y por lo tanto T refleja indescomponibles. O

COROLARIO 4.6.3. Sea T : modA — modB un funtor lineal, fiel, casi
pleno y que cumple dim(M) = dim(T(M)) para todo M € modA entre dos
categorias de modulos con A, B de dimension finita. Entonces el tipo de
representacion de la sequnda acota el tipo de representacion de la primera.

O sea, si B es mansa A deberd ser mansa o de tipo de representacion finita
(TRF) y si B es de TRF, A también lo es.

Demostracion: Podemos utilizar exactamente la misma demostracion
que en 4.5.6.0

COROLARIO 4.6.4. Si al corolario anterior le agregamos las hipdtesis
de T denso y refleja indescomponibles podemos asequrar que A y B tendrdn
el mismo tipo de representacion.

Demostracién: Dado un médulo indescomponible N em mod B, N ~
T(M) para algin M € modA indescomponible y tnico (ya que T lleva
objetos distintos en objetos distintos). Por lo tanto hay una biyeccién entre
los médulos indescomponibles de A y los de B lo que implica que tienen el
mismo tipo de representacién. O

4.6.1. Producto de mansas

Sea A un algebra Toupie con D =1, a =1y h = 2. Entonces existe un
funtor fiel, denso, casi pleno, que mantiene la dimensién entre
[Lic; modA; x modD,, y modA

EJEMPLO 4.6.5. Consideremos A = kQ/I con Q como en la siguiente
figura:
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0
aq as
asg
1 2 3
Qy
a9 187
!
w

e I =< asay,asag >. Considere ahora kQ' con Q' = D¢ como en la si-
guiente figura:

2 (6%} Oy 2/
\ 0 a1 1 w
/ - \

3 o a6 3/

Construiremos el funtor F de la siguiente manera, F : modDg — modA.
Considere M = (M;, M,,;) i = 0,1,2,2',3,3',w una representacion de D,
definimos F(M) = N siendo N; = M; parai=0,1,w y N; = M; ® M para

t = 2,3. Con respecto a las flechas N, = M,, parai = 1,2, Ny, = ( ]woai )

para ¢ = 3,5 y Ny, = ( 0 M,, ) para i = 4,6. Ahora, dado un mapa
f: M — M entre representaciones de Dg definimos g(i) = f(i) para
i=0,1,wyg) = ( ‘]3 ]9 > para i = 2,3. Es sencillo verificar que F
o

es fiel y que mantiene la dimension. Veamos que F' es casi pleno. Para esto
debemos observar que dado un mapa h: F(M) — F(M') hy y hg tendrdn la
h(i)1 h(i)2

0 h(i)s
(en el resto de los puntos ni aparecerd la parte del radical). Veamos de F' es
denso. Dada N una representacion de A tenemos que Ny = Im(Ny,) @& L
y N3 = Im(N,,) & L' definimos entonces M; = N; para i = 0,1, w, My =
Im(Nasy), My = L, M3 = Im(N,,) y M3 = L'. Luego definimos My, = N,

siguiente forma: < > para i = 2,3 y esta es la forma buscada
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para i = 1,2, My, y My, son los mapas Ny, y Noy TeSpectivamente pero
restringiendo el codominio a Im(Ngyy) € Im(Nyy) mientras que My, y Mo,
son las restricciones de No, y Nog a L y L.

EJEMPLO 4.6.6.

4.6.2. D=0

Dada un algebra Toupie A con D = 0 podemos construir un funtor entre
las categorias modA y C = modAg x modA,,. Por las propiedades del funtor
podremos deducir que A es de tipo de representacién finita si y solamente
si Ag y Ay lo son, que A es de tipo de representacion infinita mansa si Ag o
A, lo son y ninguna es salvaje y A es salvaje si Ag o A, 1o son.

Veamos como se construye:
Construiremos un funtor F' : C — modA. Dado (M, N) un objeto en C con
M € modAg y N € modA,, R = F(M,N) es una representacién tal que
R(0) = N(0), R(w) = N(w), R; = M;®N; paratodoi € Qo—{0,w} y Ry =

0 . . M, 0

N, > sis(a) =0, Ra=( My 0)sit(a)=wyRy= ( Oa N, ) en
cualquier otro caso. Ademds dado un mapa f : (M, N) — (M', N') podemos
verlo como los mapas f; : M — M’y fo : N — N’ definimos g = F(f) : R —
R como g(0) = £20) () = fi@) v i) = (A0 0 ) parai e Q-
{0,w}. Es claro que el funtor es fiel y mantiene las dimensiones. Al igual que
en la subseccién anterior dado un mapa g : F(M,N) — F(M’, N') podemos

ver que ¢g(i) tiene esta forma: g(i) = ( flél) ;38 > entre R(i) y R'(i) y
2

es casi pleno. Para probar que es denso tomemos una representacién R en

A y definimos M € modA, como M(0) = R(0) M (i) = Im(Rq, - Ra,y)

Vi € Qp—{0,w} siendo a1 - - - a; un camino de 0 a i y definimos N € modAy

m(Ri-(?)Ral) Vi € Qo — {0} siendo ay - - - o; un camino de 0 a

como N (i) = 7
7.

4.6.3. Un caso particular

En esta parte clasificaremos un caso particular de algebra Toupie: D = 1,
B =4,b=2 h =2y una relacién de conmutatividad con dos ramas de
largo dos. Primero utilizaremos la misma técnica que en los casos anteriores
de esta seccién y luego aplicaremos un resultado conocido de clasificacién
de élgebras mansas con una relacién que aparece en la pagina 164 (caso 72)
de [12].

Consideremos el dlgebra A = kQ/I a clasificar con Q:
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// A
N4

e I =< ajag,azoy — 132,030 >y B =kQ'/I' siendo Q"

e I' =< azay — 8132 >. Construiremos ahora un funtor F' : modB — modA
de la siguiente forma: Dada M = (M;, M,,) € modB definimos F(M) = N
tal que N; = M; parat=0,2,4,w y Ny = My & My, y N3 = M3 & Mgz para

0
para o = a1,03y Ny = ( 0 M, ) para « = o, 34 en las transformaciones
lineales. Dado un morfismo de representaciones f : M — M’ en modB
definimos F(f) : F(M) — F(M’) de la siguiente forma: F(f); = f; para

0 .
i=0,2,4,w, F(f); = < J(;Z £ > para i = 1, 3. Este funtor es fiel, conserva
Z/
dimensiones, es denso y casi pleno por lo tanto el tipo de representacion de
modA y modB coinciden. Por tultimo, aplicando el resultado que enumera
una a una las dlgebras mansas con una relacién (que no sean relaciones cero
escindidas) en la pagina 164 (caso 72) de [12] encontramos que B es mansa
y por lo tanto A es mansa.

. . M
los espacios vectoriales y N, = M, para a = ag, aq, (1, 02, No = ( « )
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4.7. Dependencia de Ay y A,

A continuacién veremos dos resultados que ayudan a clasificar el tipo de
representacién que tienen ciertas clases de dlgebras Toupie. Se probard que
en estos casos particualares solo existe un numero finito de representa-
ciones indescomponibles (a menos de isomorfismos) que contienen al con-
junto {0,w} en su soporte.

LEMA 4.7.1. Consideremos A =kQ/I con Q:

1y o2 ) _ __ 1)
ay ag Any—1
ay” \<L1
Conl (2) 222 (2) (2) “2m2
0 ay L R N | w
[e77%1
At ng
(0 22 () _ _ _ (®)
aq ag Opy—1
el =<al— )\jaj > conj=2,---,t siendo of = Qj1 Q. Entonces

A tiene un dinico mddulo indescomponible N tal que {0,w} € sop(N).

Demostraciéon: Tomemos una representacién indescomponible M cualquiera
con {0,w} en su soporte. Observemos que M., -+ Ma,, es invertible.
Primero veamos que Mo, ,,. -+ Ma,, es sobreyectiva.

Para probar esto observemos primero que:

Im(Mq,, -+ My, ) =Im(Ma,, - Ma; ... ), esto sale directamente de la defini-
cién de A. Vamos a probar que podemos construir dos subrepresentaciones
R, K tales que su suma (@) da todo M y concluiremos que alguna de ellas
sera trivial al ser M indescomponible.

Tomemos R, con R(0) = M(0), R(i,j) = Im(My, ;- Ma,,) y R(w) =
Im(Ma,,, - Ma,,); con respecto a los mapas consideraremos simplemente
las restricciones de los M,, ; a R.

Tomemos K, con K(0) =0, K(i,j) = M(i,7)/R(i,7) y K(w) = M(w)/R(w);
para definir los mapas en K observemos que R(i, j) C ker(moM,, ;) siendo
m:M(i,j+1) — K(i,j+1) la proyeccién canénica y por lo tanto considera-
mos el mapa Kq, ;,, = mMa, ; ., ! que estd bien definido. Claramente, la
suma es directa y como M(0) # 0 concluimos que M = Ry My, ,,. -+ Mo, ,
es sobreyectiva.

Veamos ahora que Mg, ,,. -+ M, , es inyectiva.
La técnica para probarlo serd similar a la anterior considerando dos sub-
representaciones L y L' tales que su suma () da M y concluyendo que
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alguna deberd ser trivial. Tomemos L, con L(0) = Ker(Mai’ni My, ),
L(i,j) = Ker(May,,,. " Ma, ;1) y L(w) = 0; con respecto a los mapas con-

sideraremos simplemente las restricciones de los M,, ; a L.

Tomemos ahora L' con L'(0) = M(0)/L(0), L'(i,j) = M(i,5)/L(i,j) vy
L'(w) = M(w); con respecto a los mapas de L’ observemos que L(i,j) C
Ker(mo M, ,,,) siendo 7 : M(i,j+1) — L'(i,5 + 1) la proyeccién canénica
y por lo tanto consideramos el mapa L’ai’ = wMai’ij_l que estd bien
definido. . Por lo tanto Como L € L' = M alguna de las dos deber4 ser triv-
ial, como M(w) # 0 concluimos que L' = M y My, -+ M, , es inyectiva.

En definitiva, probamos que h = M,,, -+ M, es biyectiva.

Probemos ahora que M es isomorfa a N con N(0) = k, N(w) =k y
N(i,j) = k con los mapas No,, = A; si i # 1y el resto de los mapas
identidad.

Para esto consideraremos dos morfismos de representaciones f : M — N
v g: N — M tales que y f og= Idy por lo tanto g es una seccién y al ser
M indescomponible M ~ N.

Podemos considerar f(w) la proyeccién de la primer coordenada de M (w)
en N(w) y g(w) la inclusién de N(w) en la primer coordenada de M (w).
Definimos f(%]) : M(%]) - N(’L,]) como f(w) OMai,j-H T Mai,ni y f(O) =
fw)oh= f(w)oMay,, -+ Mg,,. Ahora definimos g(0) = h™'oiy g(i,j) =
(M, -+ Mg, ; 0 g(0) 0 /\;1). Es ficil ver que f o g = Idy y por lo tanto
M ~ N.

DEFINICION 4.7.2. Sea A un dlgebra Toupie tal que dimpe,Ae, =1 gy
al es una tnica rama en I.

Sean = e y vértices en at. Si existe un camino de x a y en o', entonces
definimos Dy el modulo tal que Dyy(a) =0 si a estd en el camino de x ay
y Dyy(a) =k en caso contrario. Para los mapas definimos Dyy(a) como la

identidad siempre que sea posible y sino como 0.

1

Si existe un camino de y a x definimos Dyy(a) como k? si a pertenece
al camino dey a x y k en caso contrario. Para los mapas definimos Dy (cv)
como la inclusion en la primer coordenada si t(a) =y, la proyeccion en la
sequnda coordenada si s(a) = x y la identidad en el resto de los casos.

El siguiente resultado se encuentra en el trabajo: “Toupie algebra, some
examples of laura algebras”de [4].

PROPOSICION 4.7.3. Sea A un dlgebra toupie tal que m = dimge,Ae,, =
1 y o' es una vnica rama en I. Sea M un A-mddulo indescomponible. Si
{0,w} € sop(M) entonces M =~ Dy, para algin x ey en sop(M).
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Demostracién: En primer lugar, observemos que podemos elegir una
presentacién de A = kQ/I tal que o* — o/ € I para todo i,j # 1.
Se puede ver que no podemos tener mas de dos simples en top(M). Sean 0
e y los vértices correspondientes con los médulos simples en top(M)(podria
ser 0 =y) y  y w los vértices correspondientes con los médulos simples en
soc(M) (podria ser x = w).

Consideremos e, = ZiEal eiye=1—e,+ey+e,. Elmédulo N = eMe
también es indescomponible y se construye un isomorfismo entre N y Dy,
(el isomorfismo es andlogo al del resultado anterior). Mas atin, e,Me, es
una suma directa de dos médulos y se puede construir un isomorfismo entre
epMe, y epDyye,. Usando estos dos isomorfismos obtenemos el morfismo
buscado. O

4.8. Esquema
A continuacién veremos el teorema de clasificacién de las dlgebras Toupie.

Observemos que dada un &lgebra Toupie A, las categorias modAg y
modA,, son ficilmente clasificables al tratarse de algebras hereditarias sin
ciclos o, a lo sumo, con algunas relaciones monomiales. Por lo tanto, afirmar
que la clasificacién de un algebra Toupie depende de la clasificacion de Ag
y A es resolver la misma.

Recordemos, antes de comenzar con el teorema, los parametros asociados a
un algebra Toupie:
D = dimge,Aeq

Sibq,---,bp son las ramas:
1. by,---,bp son las ramas que contienen relaciones no monomiales.
2. bpi1,- -, bprp son las ramas que contienen relaciones monomiales con

la primera relacién comenzando en 0 y de largo 2 y la iltima relacién
terminando en w y de largo 2.

3. Dprhtls s Pbrhto SON las ramas con relaciones monomiales que no
cumplen alguna de las condiciones de o,

4. Dbthtot1s” "+ Pbtmtf+ota=B SON las ramas sin relaciones.

Recordemos también, que en el caso de las algebras supercanénicas, lla-
maremos t a la cantidad de posets a partir de los cuales definimos el dlgebra
supercandnica.
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TEOREMA 4.8.1. Considere A un dlgebra Toupie de la forma A = kQ/I.

Entonces:

Si C = modAy X modA, es de tipo de representacion finita entonces A
es de tipo de representacion finita si:

1. D =1 y se satisface alguna de las siguientes condiciones

a) 1< B <2
b) B=3ya=0
c) B=4,a=0y3<b<4.

2. D=0.
Si C = modAy X modA,, es de tipo de representacion infinita mansa

entonces A es de tipo de representacion infinta mansa si:

1. D=2, h4+0=0 y se satisface alguna de las siguientes condiciones

a) A= 8(51,52) es supercanénica con Sy y So vacios, lineales o dos
puntos no ordenados

b) A es candnica con g, <1

c) A =8(51,59,53;A3) es supercanénica con S1 dos puntos no or-
denados, y S9, S3 puntos aislados.

2. D =1 y se satisface alguna de las siguientes condiciones

a) B=3cona=0o0a#0yh=2.
b) B=4y a=0
1)3<b<4
2) b= 2, h =2 yninguna rama de la relacion de conmutatividad
es de largo mayor que dos.

3. D=0
En cualquier otro caso A es salvaje.
Demostracién:

1. SiD > 20 B > 4 el dlgebra es de tipo de representacién infinita salvaje
ya que podemos construir con la técnica de inmersién un funtor lineal,
fiel y pleno que conserva las dimensiones entre un algebra hereditaria
salvaje y éstas utilizando el teorema 4.5.6.

2. Si D = 2 es de tipo de representaciéon infinita ya que podemos con-
struir un funtor lineal, fiel y pleno que conserva las dimensiones entre
un algebra hereditaria mansa y éstas. Podemos encontrar esta técnica
en el ejemplo 4.5.9. Veamos ahora en cada caso si es mansa o salvaje:

a) h+o0>1 es salvaje (técnica de inmersién)

b) h+ o =0 es supercanonica.
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Sit > 2 (recordemos que t es la cantidad de posets del édlgebra
supercanénica) sabemos, por el teorema 4.4.8, que A es mansa
si y solo si A/(0) lo es. Por el lema 4.4.7 sabemos que si A/(0)
es mansa necesariamente los posets son lineales o dos puntos no
ordenados (observemos que ningin poset puede ser vacio ya que
el ideal no seria admisible).

Si todos son lineales se trata de un dlgebra canodnica y utilizamos
el teorema 4.1.16 y la observacién 4.1.17. Si alguno de los posets
es dos puntos no ordenados (si hay més de un poset de dos puntos
no ordenados ya tenemos B > 4), utilizando el teorema 4.4.8 el
Unico caso manso es:

con Sl = {1,2}, SQ = {3} y Sg = {4}

Sit =2 A serda mansa si y solamente si S1 y S son vacios, lineales
o dos puntos no ordenados. Para probar que en estos casos el
algebra es mansa utilizamos el teorema 4.4.8 y el ejemplo 4.4.5.
Para probar que de lo contrario es salvaje utilizamos la cobertura
universal como en el ejemplo 4.4.6.

3.8 D=1

a) Si B =10 B = 2 es tipo de representacién finita ya que es de
tipo A, o /[n con relaciones: Si las relaciones son monomiales uti-
lizamos el resultado visto sobre cobertura universal en el teorema
4.3.9 como en el ejemplo 4.3.10. Si la relacién es de conmutativi-
dad, su clasificacién queda determinada por Ag y A, utilizando
el lema 4.7.3 y por lo tanto es de tipo de representacién finita.

b) Si B=3
1) Sia = 0 queda determinado por Ay y A, utilizando los lemas
4.7.1 y 4.7.3 segin corresponda
2) Sia#0
a’) h = 2 el dlgebra es mansa ya que podemos construir un
funtor lineal, fiel y pleno entre los mddulos del dlgebra
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y un producto de categorias de mddulos mansas como
vimos en el ejemplo 4.6.5.

b’) sino salvaje (técnica de inmersién).

c) SiB=4
1) Sia # 0 es salvaje (técnica de inmersién)
2) Sia=0

a’) b =3 0 b =4 queda clasificado por Ay y A, utilizando
los teoremas 4.7.1 y 4.7.3 segun corresponda.

b’) b=2, h =2 y ninguna rama de la relacién de conmuta-
tividad es mayor que dos es mansa (ver subseccién 4.6.3),
sino salvaje (técnica de inmersién).

4. Si D = 0 la clasificacién queda determinada por Ag y A, como vimos
en la subseccién 4.6.2 (D = 0).



Apéndice A

Algebras Tubulares

DEFINICION A.0.2. (tipo tubular de kQ con Q Euclideano) Sea kQ el
dlgbera de caminos de un carcaj cuyo grafo subyacente es un diagrama Eu-
clideano. Definimos el tipo tubular de kQ de la siguiente manera: Si Q=D,
(n > 4) el tipo tubular es (n — 2,2,2), para Q = E,, el tipo tubular es
(m —3,3,2) y para Q = A, el tipo tubular es (p,q) donde p es la cantidad
de flechas de i — i+ 1 y q son la cantidad de flechas en el sentido opuesto

(p+q=n)

DEFINICION A.0.3. (tipo tubular de dlgebra mansa concealed) Dada
una dlgebra mansa concealed B sabemos que existe un modulo inclinante
postproyectivo en A, Ta, con A = kQ con Q euclideano y B = Enda(T4).
Entonces definimos el tipo tubular de B como el tipo tubular de A.

OBSERVACION A.0.4. El rango del grupo de Grothendieck del dlgebra
hereditaria concealed de tipo tubular (ni,ng---n,) es 2+ > (n; —1).

DEFINICION A.0.5. (Ramas) El siguiente carcaj con relaciones es lla-
mado una rama completa en b:

Sus vértices son de la forma b;, ... i, indexados por todas las posibles
SECUENCIAs 11,12, -+ ,ln, CON 11,13 ,in € {+,—}. Sus flechas son las si-
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guientes:
Bityreesin— it eeesin— = iy iy
)
ﬁl1,2n+ : bZ17Zn — b7,17’2n+
Sus relaciones son [3;, ...i,— B, .in+, para toda secuencia iy, - - ,i,. Un sub-

carcaj pleno, finito y conexo A con las relaciones inducidas, que contiene al
vértice b y tiene n vértices se llama una rama en b de largo n. Al subcarcaj
vacio lo llamamos rama de largo 0.

EJEMPLO A.0.6. La siguiente figura nos muestra una rama en b de largo
9.

DEFINICION A.0.7. (Agregar una rama) Dada un dlgebra C con carcaj
Q y relaciones o;, y un vértice b de Q, la restriccion B de C' a algin subcarcaj
pleno Q' de Q serd llamada una rama de C de largo n si:

1. B es una rama en b de largo n;

2. Ewziste un subcarcaj pleno A tal que Q = Q'UA, ANQ' = {b} y ademds
toda relacion o; tiene su soporte en A o en Q'.

Si llamamos p; a las relaciones o; con soporte en A y sea A = A(A,{pi}),
entonces decimos que C' se obtiene de A agregando la rama B en b.

EJEMPLO A.0.8. Consideremos el siguiente carcaj con relaciones (Q,7)
yC=kQ/I:
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A
N7~

Q/

Si llamamos I’ al ideal generado por la relacién de conmutatividad con
A = kAJT' e I" al ideal generado por el resto de las relaciones con B =
kQ'/TI" obtenemos que C se obtiene de A agregdndole la rama B.

DEFINICION A.0.9. (Extension tubular) Sea Ay un dlgebra, Fy, Es, - -, E;
Ag-mddulos, y K1, - - K¢ ramas (en gral. no vacias). Sea Ag|E;, K;]'_, definido
inductivamente: Ag[FE1, K1] se obtiene de la extension por un punto Ag[E1]
con vértice de extension wq (el nuevo vértice) agregindole la rama Ki. De
forma inductiva Ag[F;, K;)%_ | = (Ao[Es, Ki]¥=)[Ey, Ki]. Dada una familia
de tubos estables T decimos que A = Ag|E;, K;]i_, es una extension tubu-
lar de Ay usando mddulos de T si Eq, FEs,--- E; son mddulos en la boca
de los tubos (ortogonales) de T (En algunos casos podrd ser conveniente
considerar ramas vacias K; alli Ag|E, K;] = Ap).

OBSERVACION A.0.10. (Extension tubular de un dlgebra concealed mansa)
Sea Ay un dlgebra mansa concealed. Existe una dnica componente T de tu-
bos estables separante (la componente regular) y por lo tanto no debemos
especificar T .

DEFINICION A.0.11. (tipo de la extension tubular) Sea A = Ao[Ei, K;]'_,
una extension tubular de Ay, usando modulos E; de una I-flia estable T, con
tubos T'(p) con p € I. Sea v, el rango de T(p). El tipo de extension de A en
Ag se dard por la funcion inyectiva n : I — N, con

np =7p+ Xper(p) [ Kil-
En general consideramos un conjunto I' C I conmn, =1 con p € I\I'.

OBSERVACION A.0.12. El rango del grupo de Grothendieck de la ex-
tension tubular es 2+ 3 r_ (n; — 1).

DEFINICION A.0.13. (Algebra tubular) Llamaremos dlgebra tubular a
una extension tubular de tipo (2,2,2,2), (3,3,3), (4,4,2) o (6,3,2) de un
dlgebra concealed mansa.
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Describamos la estructura del carcaj de Auslander-Reiten de un algebra
tubular.

TEOREMA A.0.14. Sea A un dlgebra tubular de tipo (ni,ns,---ng). En-
tonces A-mod tiene las siguientes componentes:

Primero una componente postproyectiva Py, luego por cada vy € QT U{oo,0},
una familia tubular separante T, T, estable de tipo (ni,na, - --nyg) salvo Ty y
Tso Yy finalmente una componente preinyectiva Qoy. Podemos visualizar esta
sttuacion con el siguiente esquema:

con mapas no nulos solo de izquierda a derecha: dados X, Y indescomponibles,
con Hom(X,Y) # 0, entonces o pertenecen a la misma componente, o
X € Py, Y no pertenece a Py, 0 X no pertenece a Qoo €Y € Qno, 0 x € T,
Y € 75 con v < 6. En particular se cumple que las dlgebras tubulares son
mansas.

EJEMPLO A.0.15. Consideremos el dlgebra A = kQ/I dado por el carcaj
Q y el ideal admisible T :

w
/
/| as
A=KQ/I /
/
!/ Qg
Bs 3
T
) \
Q
ﬂQ[ \\ a1 ] 72
0
b 71

siendo T =< gy, o1 3 — Pif2, cnyz — 1172 >
observemos que A es la extension por un punto Ay[(Ep)] siendo Ay y Ey los
stguientes:
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dimEy Ap

Vemos que Ay es un dlgebra mansa hereditaria de tipo (3,3,2) y Fy
pertenece a la boca del tubo de rango 2. Por lo tanto se trata de una exten-
sion tubular de tipo (3,3,3) lo que implica que el dlgebra A es tubular. En
particular la cantidad de vértices estd dada por 2—t—|—2§:1 n; =2—349 = 8.



Apéndice B

Carcaj de Auslander-Reiten

DEFINICION B.0.16. Un sucesién exacta corta entre A-mddulos:

0=NLES M -0

es una sucesion de Auslander-Reiten si:

1.
2.

La sucesion no escinde.
M y N son modulos indescomponibles.

Dado h : X — M morfismo de A-mddulos que no sea un epimorfismo
que escinde, existe k : X — E tal que gk = h

. Dado h : N — X morfismo de A-mddulos que no sea un monomorfis-

mo que escinde, existe k: E — X tal que kf = h.

OBSERVACION B.0.17. Para tener una sucesion de Auslander-Reiten
no es necesario pedir 3 y 4, alcanza con pedir una de las dos.

TEOREMA B.0.18. Sea M € modA indescomponible. Entonces:

1.

Si M no es proyectivo, existe y es unica la sucesion de Auslander-
Reiten que termina en M:

0-NLEZS M0

Al mddulo N se le llama el trasladado de Auslander-Reiten de M y se
denota 7M.

St M no es inyectivo, existe y es unica la sucesion de Auslander-Reiten
que empieza en M:

0-MLH%S D0

Al mdédulo D se le llama el trasladado inverso de Auslander-Reiten de
M vy se denota T~ M.
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DEFINICION B.0.19. Decimos que f: X — Y |, un morfismo de A-
modulos, es irreducible si para toda descomposicion de la forma f = gh,
se tiene que g es un epimorfismo que escinde o h es un monomorfismo que
escinde.

DEFINICION B.0.20. A partir de una k-dlgebra A, podemos construir
el carcaj de Auslander-Reiten, que se de- nota I' 4 y se construye de la
stguiente manera:

1. Hay un punto en 'y por cada clase de isomorfismos de A-mddulos
indescomponsibles.

2. Hay una flecha [M] — [N] si y sélo si existe un morfismo irreducible
f:M— N.

DEFINICION B.0.21. Sea A una k-dlgebra y T'(mod A) el carcaj de
Auslander-Reiten de A. La componente conexa P de I'(mod A) se llama
componente postproyectiva si P es aciclico y, para cualquier modulo in-
descomponible en P, existet >0 ya € (Qa)o tal que M ~ 77t P(a).
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